INSTITUTO POLITECNICO DE VISEU
ESCOLA SUPERIOR DE TECNOLOGIA E GESTAO DE VISEU

AREA CIENTIFICA DE MATEMATICA

13° MatViseu

(Escola de Primavera)
Sessdo n°1 (Localizagdo das raizes de um polinédmio)

Prova de Avaliacao e topicos de resolucao.

1. Considere o polinémio de grau 11

pu(z) =2 + 727 — 1227 +2° + 1

Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

)
(a) 5\/5 ¢ a unica raiz positiva de py1 ().
Toépicos de resolugao: Pela regra de sinais de Descartes, pi;(z) = 21! — 122 + 2° + 72? + 1 terd duas

ou zero raizes reais positivas (pois existem duas trocas de sinais, + — + + +). A afirmagao é falsa.

(b) p11(x) tem pelo menos uma raiz real negativa.

Tépicos de resolucao: Pela regra de sinais de Descartes, pyi(—x) = —z™ + 122% — 2% + 722 + 1 terd
uma ou trés raizes reais positivas, (pois existem trés trocas de sinais, — + — + +), logo o polinémio

p11(x) terd pelo menos uma raiz real negativa. A afirmagao é verdadeira.

(c) —% é raiz de py1 ().
Tépicos de resolugao: As raizes racionais de pii(x) sdo inteiras (pois p11(z) é um polinémio ménico
de coeficientes inteiros) e —3 ¢ Z . A afirmacao ¢ falsa.

(d) As raizes reais de p;(z) estao localizadas no intervalo | — 4, 4].

Tépicos de resolugao: Como

1 0 —-12 0 0 0 1 0 0 7 1
4 4 16
14 4 >0 >0 =20 =20 =20 =20 =20 >0

concluimos que 4 é um limite superior das raizes de py;(z).

Por outro lado, as raizes de py;(—2) coincidem com as raizes de —p;;(—x) = 2!t —122° +2° — 72% — 1,



160 -12 o0 o0 o0 1 0 0 -7 -1
4 4 16

14 4 >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0
concluimos que 4 é um limite superior das raizes de —p;;(—x) e portanto —4 é um limite inferior das

raizes de py1(x).

Logo as raizes reais de py1(x) estao localizadas no intervalo | — 4,4[. A afirmagao é verdadeira.

2. Usando o método do m.d.c, determine as raizes do seguinte polinémio:
pa(r) = 2" —22° +22° — 27 + 1

Tépicos de resolucio: Comecemos por notar que pj(r) = 4x3 — 622 + 4z — 2.
Definindo

fi(z) = m.d.c(ps(2), py(x)) e fax) =m.d.c(fi(x), fi())
concluimos que fi(x) =z — 1 e que fo(z) = 1.

Definindo

_ pa(x) o o) = fi1(x)
gl(x) - fl(f) 92( ) f2(I)

S—2*+x—1eque gp(z) =2 —1.

concluimos que ¢;(z) ==

Definindo
ha() = 2 o o) = golo)

concluimos que hy(x) = 22 + 1 e que go(x) =z — 1.

Uma vez que as raizes de multiplicidade j de p4(z) sao as raizes de h;(z), concluimos que i e —i sdo raizes

simples de py(x) e que 1 é uma raiz dupla de py(x).

3. Usando o processo de obtencao da formula resolvente para uma equacao ctbica, mostre que as solugoes
da equacao

4327 —62-8=0 (1)
SE~10$0:—4,$1:—161’2:2.

Tépicos de resolugao: Fazendo a mudanga de varidvel x = y 4+ h concluimos que (1) pode escrever-se na

forma

y® + (3h + 3)y* + (3h* + 6h — 6)y + (h* +3h* —6h —8) =0 (2).



Escolhendo h de forma que 3h +3 =0 (i.e., h = —1), (2) transforma-se em
-9 =0 (3).
Fazendo uma nova mudanga de varidvel y = u + v, (3) transforma-se em
u? +0* 4+ Buv — 9)(u+v) =0.
Fazendo 3uv —9 =0 (i.e., uv = 3) obtemos

ud + 03 =0
udvd = 27,

e conclui-se que u? e v3 sao raizes da equacao t? 4+ 27 = 0, isto &,

w® = V/2Ti = /27cis (g)

v® = —V27i = /27cis (—g) .

Aplicando a férmula de Moivre generalizada, concluimos que

4k
w, = V/3cis (W+6 7T) , k=0,1,2

44
vk = V/3cis (%k”) k=0,1,2.

Como ug.vx, = 3 € R entao as solugoes da equagao (3) sao

Yo = Ug + Vo = 3
Yr =u1 +v2=—3
Yo =uz +v1 =0,
e, uma vez que xy = Yy + h, concluimos que as solugoes da equagao (1) sdo
o=y — 1=2
Ty =Y — 1=-4
Ty = Yo — 1=-1.

FIM



