TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

TESTE DE MANN-WHITNEY

A importancia deste teste € ser a alternativa ndo paramétrica ao teste t para a diferenca

de médias.

Sejam (X,X,,...,X,) € (Y1,Y2,...,Yn) duas amostras independentes, de tamanhos n e m

respectivamente, com n < m.

Suponhamos que py = E(X) e uy = E(Y)

Pretende-se testar
Hy: px = py

Hp: ux #1dy ou ux>uy ou Ux <My
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Procedimentos:

1. Tome-se a amostra conjunta, isto ¢, sem fazer diferenciacdo entre os dois grupos, €
ordenem-se os valores de 1 até n+m, mas sem perder o grupo de origem de cada

observacao.

2. Caso nao haja empates a observagdo de valor mais baixo recebe o posto 1, a

segunda mais baixa recebe o posto 2 e assim sucessivamente.

3. Caso haja empates as observacdes com o mesmo valor (empatadas) atribui-se o

posto médio dos postos que lhe corresponderiam casos tais empates nio existissem.




TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Estatistica de teste

Supondo (X, X,,..., Xj...., X;,) @ amostra de menor tamanho.
Seja R(X;) o posto da observacao X;.

A estatistica de teste é dada por:

T=YR(X,)

TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Testes bilaterais (H;: pux # py)

A regido critica sera determinada com base na observacdo, na tabela de Mann-

Whitney, de dois pontos criticos:

T, — directo da tabela

Tl-a/Z =nm - TOL/2

Regra de Decisao

Rejeitar Hy se Tops <Tgn  ou Tops > Tion

Niao rejeitar H() S€ Ta/2 < Tobs < Tl_a/z
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Testes unilaterais (H;: px < gy ou px > py)

A regido critica sera determinada com base na observacdo, na tabela de Mann-
Whitney, de um ponto critico:

T, — directo da tabela

Regra de decisio, para um teste unilateral a esquerda (px < py)

Rejeitar Hy se  Tops < T

Regra de decisio, teste unilateral a direita (px > [y)

Rejeitar Hy se  Tops > T
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Quando os valores de m e n sao elevados, a varidvel aleatoria T tem uma distribuicio

aproximadamente Normal com média pr e desvio padrdo or.

_n(m+n+1)

nm(m+n+1)
[ 5 =

12

e c,

Isto é, a correspondente varidvel com valor médio nulo e variancia unitaria, ¢
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TESTE DE KRUSKALL-WALLIS

O teste de Kruskall-Wallis é uma generalizagdo para k > 2 amostras, do teste de Mann-

Whitney.

A estatistica de teste baseia-se nos postos das observacdes e como tal, a varidvel em

estudo (nos diferentes grupos) ¢ uma variavel ordinal.
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Suponha-se entdo a existéncia de k populagdes X, Xy, ..., Xy das quais foram retiradas

k amostras aleatorias

Xi1, X125 oes Xy da populacao X;
Xo1, X225 ey X da populacdo X,
Xkis Xi2s oor Xypy da populacdo X

e que existe independéncia, ndo sé entre os elementos de cada amostra mas também

entre os elementos de amostras distintas.

Hg: K1 = U2 = oo = Ui
Hi: 314, j: ui # by, sendo p; = E(Xj),i=1,2,...k
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A estatistica de teste baseia-se nos postos das observacdes:

1. Ordenem-se as k amostras conjuntamente. A observa¢do de mais baixo valor

tomard o posto 1, a segunda o posto 2 e assim sucessivamente.

2. Caso existam empates, serd atribuido o mesmo posto as observacdes empatadas.
Este ¢ a média aritmética dos postos que lhe corresponderiam se tais empates nao

existissem.

TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
Seja R(Xjj) o posto atribuido a Xj; e
R = ;ZIR(Xij )
a soma dos pontos das observagdes da i-ésima amostra (i=1,2,...,k).

Seja

o numero total de observacgoes.

No caso de nao haver empates a de Kruskall-Wallis é:

12 &R}

T=N(N+l)i§‘ n.

1

~3(N+1)
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No caso de haver empates a estatistica de teste é dada por:

k 2 2
T:iz ZRi CN(N+1)
S i=1 1, 4

onde

No caso de apenas trés grupos, em que o tamanho dos grupos nao exceda 5 ¢ nao

existam empates, os valores criticos da estatistica do teste encontram-se tabelados.

Nas outras situacdes, utiliza-se como distribuicdo aproximada o . com (k-1) graus

de liberdade, onde k € o numero de amostras.
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TESTES DE AJUSTAMENTO (TESTES DA BONDADE DO AJUSTAMENTO)

Os testes de ajustamento servem para testar a hipdtese de que uma determinada amostra

aleatoria tenha sido extraida de uma populagdo com distribuicio especificada.

Seja X, X,, ..., X, uma amostra aleatoria de uma populagdo X com fun¢do (densidade)

de probabilidade f desconhecida e f; a funcdo (densidade) de probabilidade proposta.

Hipoteses a testar:
Hy: f(x) = fo(x)
HIZ f(X) * fo(X)
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Exemplo 1:

A procura didria de um certo produto foi, em 40 dias escolhidos ao acaso, a seguinte:

Numero de  Numero de

unidades dias
0 6
1 14
2 10
3 7
4 2
5 1

Tabela I: Procura didria de um produto registada em 40 dias.

Serd que tais observagdes foram extraidas de uma populagdo com distribuica

Poisson, isto €, sera de admitir que tal procura segue uma distribuicdo de Poisson?

o de
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Exemplo 2:

Pretende-se construir um modelo de simulacdo das operagdes de um determi

terminal de um porto situado na Europa.

ICOS

nado

Uma das variaveis a considerar no modelo ¢ a diferenca entre a data de chegada dos

navios provenientes dos EU e a respectiva data planeada.

Dado que tal diferenca € influenciada por muitos factores, pode tomar-se como

variavel aleatoria.

Ha razdes para supor que tem distribui¢do Normal de média 0.1 e desvio padrdo 7.2.

uma
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Uma amostra de 30 navios revelou os resultados que se apresentam na tabela seguinte.

-6.6 -2 5 24 -18 -03 15 -76 -0.6 26
-74 124 -6 -58 152 -24 -89 -56 -3.77 22
8.2 9 132 76 -28 -1.8 18 44 22 4

Tabela II: Diferenca entre a data de chegada e a data planeada para 30 navios.

Sera mesmo de admitir que tais dados foram extraidos de uma populagio N(0.1, 7.2%)?
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Tanto no primeiro como no segundo exemplo, estamos perante um problema de

ajustamento de dados a uma determinada distribuigao.

Existem varios testes de ajustamento que nos permitem fazer uma analise de problemas
deste tipo, entre os quais:

» o teste de ajustamento do Qui-quadrado sugerido por Karl Pearson

» o teste de Kolmogorov ou Kolmogorov-Smirnov

» o teste de normalidade de Lilliefors
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

TESTE DO QUI-QUADRADO

Considere-se uma amostra aleatoria de n elementos, extraida de uma populacdo com
distribui¢do desconhecida, sobre os quais se observa uma caracteristica (qualitativa ou

quantitativa).
Os valores possiveis da caracteristica em estudo s@o, num primeiro passo, repartidas por

m classes mutuamente exclusivas, A;, A,, ... , Ay, (serdo intervalos da recta real se a

caracteristica ¢ quantitativa e continua).
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Denote-se por:
- 0Oj0n° de observacgdes ou frequéncia absoluta observada da classe A;;
- pi aprobabilidade desconhecida de obter uma observagdo na classe A;;
- Ppoi @ probabilidade de obter uma observacdo na classe A; assumindo que a
observacdo foi extraida de uma populagdo com a distribuicdo especificada em H,

i.e., Poi = P(Al / Hg)

Hipoteses a testar:
HO: Pi = Poi » i=1,...,m

H;: pi # poi para algum i
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Assim, a frequéncia esperada da classe A;, quando H, ¢ verdadeira, ¢ dada por

€; = NXPy;

A , do teste de ajustamento do Qui-quadrado, ¢ dada por

Q:Zr::(oi _.ei)

€

1

que, sendo verdadeira a hipdtese nula, tem distribuicdo assimptdtica do Qui-quadrado
com m-k-1 graus de liberdade (xzm_k_l), onde k ¢ o nimero de pardmetros

desconhecidos da distribuicdo proposta em Hy, estimados a partir da amostra.
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Se a hipotese nula for verdadeira, a diferenca entre cada valor observado e o
respectivo valor esperado, O; — ¢;, ndo deve ser muito grande, ¢ consequentemente a

estatistica de teste terd um valor observado, Qops, também nao muito grande.

De modo intuitivo, quanto maior for o valor observado de Q, menos plausivel é a
hipotese nula, isto €, mais nos encaminhamos de concluir que as frequéncias observadas
ndo foram provenientes da populagdo em que se baseou a hipdtese nula, levando a

rejei¢do desta.

Trata-se portanto de um teste unilateral a direita.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Na aplicagdo deste teste deve-se ter particular atencdo as frequéncias esperadas, e;’s, pois

se estas forem muito pequenas a aproximac¢do ao Qui-quadrado ndo ¢ a mais apropriada.

Sdo referidas na literatura vérias regras praticas de aplicagdo do teste, das quais

avangamos a seguinte.
Se tivermos:

- mais de 20% das classes com e; inferior a 5
ou,

- mais de uma classe com e; inferior a 1

devemos proceder a agregagdo de algumas classes contiguas, e iniciar novamente o teste,

agora com menos classes.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
Exemplo 1:

Numero de Numero de
unidades dias
0 6
14
10

wm A W N =
~J

Tabela I: Procura didria de um produto registada em 40 dias.
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Representando por X a procura diaria do produto e por f a func¢do de probabilidade de X,

as hipdteses a testar sdo

X

Hy X~P() () = fo(x) = - -

, x=0,1,2,... e p>0)

E necessario estimar o parametro p, média da Poisson:

X=(0x6 + 1x14 +2x10 + 3x7 + 4x2 +5x1) /40 =1.7
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Classes Frequéncias poi= P(A;/ Hy) Frequéncias esperadas
observadas e; = 40 x py;
O;
A={0} 6 0.1827 7.308
A={1} 14 0.3106 12.424
A={2} 10 0.2639 10.556
A={3} 7 0.1496 5.984
As={4} 2 0.0636 2.544
Ag={5} 1 33 0.0216 0.0932 0.864 ~3.728
A={6,7,...} 0 0.008 0.32
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Probabilidades associadas a cada uma das classes supondo H, verdadeira:

-1.7 0
po1 = P(A, / Ho) = P(Xe {0} / Hy) = P(X=0) = £,(0) = ‘3’()}'7= 0.1827;

-1.7 1
o> = P(A, / Hy) = P(Xe {1} / Hy) = P(X=1) = fy(1) = e1'1.7: 0.3106;

-1.7 2
Pos = e;7= 0.2639;

A estatistica teste Q, sob a hipdtese Hy, tem aproximadamente distribui¢cdo Qui-quadrado

com m-k-1 = 5-1-1 = 3 graus de liberdade.
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Ao nivel de significancia de 0.05, o quantil de probabilidade 1-0.05 da distribuico ¥ é

7.81, e logo a regido critica é [7.81, +oo].

Valor observado da estatistica de teste:

_ (6 —7.308)2 N (14 - 12.424)2 N 10— 10.556)2 N (7- 5.984)2 N (3 —3.728)2 _

obs 7.308 12.424 10.556 5.984 3.728
=0.778

Entdo, a hipotese Hy ndo ¢ rejeitada ao nivel de significancia de 0.05, isto €, ndo
podemos rejeitar a hipdtese de aquelas observagdes provirem de uma populacdo com

distribui¢ao Poisson.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
Exemplo 2:

Denotando por X a diferenca entre a data de chegada dos navios e a data planeada, as

hipoteses a testar sao

Hy: X ~N(0.1, 7.2%)
H;: X 4 N(0.1, 7.2%)

Neste caso a distribui¢do proposta em H, ¢ continua e, deste modo, as classes Aj,

1=1,...m, sdo intervalos da forma

A=l-00, ai[, Ay=[aj, a[ As=[ ap, a3[ ... Ap=[ a1, +oo[.
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Para a determinagdo das classes ¢é sugerida a regra de Mann e Wald:

Numero de classes = m, com m tal que n/m > 5. Os limites dos intervalos sdo tais
que as probabilidades decorrentes da hipdtese nula sejam iguais a 1/m para todas as

classes. Assim, as frequéncias esperadas sdo todas iguais a n/m > 5.

Para o exemplo escolheu-se m = 4 classes (e; = 30x1/4 = 7.5 > 5), donde

poi = P(A;/ Hp) = P(XeA; / X~N(0.1, 7.2%)) = 1/4, parai=1,2,3,4
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Calculo dos limites dos intervalos de classe:
a;;  pos=P(XeA;/ X~N(0.1, 7.2%) = 0.25 < P(X<a3 / X~N(0.1, 7.2%) = 0.75

- P(Z<a3 —-0.1

)=0.75 < a; =4.924;

-

a; a,=0.1 a3

Da simetria da distribui¢do normal:

a,=0.1 e a; =0.1-(4.924-0.1) = -4.724
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-6.6 -2 5 24 -18 -03 15 -76 -0.6 2.6
-74 124 -6 58 152 -24 -89 -5.6 -37 22
8.2 -9 132 7.6 -2.8 -1.8 1.8 44 22 4

Tabela II: Diferenca entre a data de chegada e a data planeada para 30 navios.

Classes Frequéncias  pg;  Frequéncias
observadas esperadas
A=]-0, -4.724[ 8 0.25 7.5
A,=[-4.724,0.1] 8 0.25 7.5
A;=[0.1, 4.924] 7 0.25 7.5
A=[4.924, +oo [ 7 0.25 7.5
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O valor observado da estatistica de teste é

_ (8-17.5)° N (8-17.5) N (7-17.5) N (7-17.5)° o

obs — 1
7.5 7.5 7.5 7.5

A estatistica teste, sob o pressuposto de H, ser verdadeira, tem aproximadamente

distribui¢do Qui-quadrado com m-1 = 4-1 = 3 graus de liberdade.

Para 0=0.05: R.C. =[7.81, +oo[

Como Qs R.C., somos levados a ndo rejeitar a hipdtese de que a diferenca entre os

tempos de chegada e os tempos planeados tem distribui¢io N(0.1, 7.2%).
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TESTE DE KOLMOGOROV-SMIRNOV

O teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S) ao contrario do teste do Qui-quadrado, nao se
aplica a dados qualitativos nem a variaveis discretas, pois a tabela disponivel para

este teste sO € exacta caso a distribui¢do em teste seja continua.

No entanto, tem a vantagem de ndo estar dependente de classificacoes dos dados, que

além de serem sempre algo arbitrarias envolvem perdas de informacgao.

De facto, no ajustamento de uma distribui¢do continua a uma amostra usando o teste do
Qui-quadrado, temos de proceder a agregacdo dos dados em classes, sendo por isso mais

adequado utilizar o teste K-S.
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Por outro lado, o teste K-S s6 pode ser aplicado quando a distribuicio indicada na
hipotese nula esta completamente especificada (o que ndo sucede com o teste do Qui-

quadrado).

No caso de se pretender, por exemplo, efectuar um ajustamento de uma distribuicdo
normal, sem especificar @ e o, deve-se recorrer a outro teste, neste caso o teste

desenvolvido por Lilliefors (teste de normalidade de Lilliefors).

Além disso, o teste do Qui-Quadrado esta orientado essencialmente para grandes

amostras, enquanto que o teste K-S é aplicavel a pequenas amostras.
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FUNCAO DE DISTRIBUICAO EMPIRICA E FUNCAO DE DISTRIBUICAO DA AMOSTRA

Seja (X, X,,...,X,) uma amostra aleatoria de uma certa populacdo X e (x, X»,...,X,) uma

sua realizagio.

A funcao de distribuicdo empirica ¢ definida por
F(x)= 1 #{x;: xi<x}, -00<x <too,
n

onde #{x;: x;<x} ¢ o nimero de valores X; que sdo inferiores ou iguais a X.
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A funcio de distribuicdo da amostra ¢ definida, para as variaveis aleatorias (X,
X5,...,Xy,), por

F (x)= 111 #{X;: Xi<x}, -00<x<+oo.

Note-se que F (x) € uma funcdo de distribuicdo do tipo discreto associado a uma
particular amostra, enquanto que F, (Xx) ¢é, para cada -0 < x < 400 fixo, uma variavel

aleatoria, fun¢do de (X, X,,...,X,), ou seja, ¢ uma estatistica.
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Exemplo

Consideremos a amostra constituida pelas observagdes:

5,7,8,8,10e11

A funcdo de distribuigdo empirica F;, associada a esta amostra, ¢ dada por

0 se x<5
1/6 se 5<x<7
2/6 se 7<x<8
4/6 se 8<x<I10
5/6 se 10<x<11

1 se x=>11
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A representagdo grafica de F,, em forma de escada, € apresentada a seguir:

Fs
1+ P
0.9+ !
0.8 + .
0.7 + '
06 1 !
0.5 ¢+ !
0.4+ |
0.3 ¢ I
0.2 1 —_—
0.1y | : : . : : : o X
4 5 & 7 8 &5 10 11 12

Grafico I: Representagdo grafica da f.d. empirica.
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Seja F a fun¢do de distribuicdo da populagdo e Fy a fun¢do de distribuicdo proposta,

continua e completamente especificada.

Hipoteses a testar
Hy: F(x) = Fy(x), -0 < x < +00

H;: F(x) # Fy(x)

No teste de Kolmogorov-Smirnov considera-se a

D

n

sup |F, (x) = F, (x)

—00<X <+00

como uma medida da discrepancia entre a fun¢do de distribui¢do da amostra F, ¢ a

funcdo de distribui¢do proposta Fy.
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Ao substituir em D, a fun¢do de distribuigdo da amostra F, pela funcdo de distribuig¢do
empirica F,, obtém-se o valor observado da estatistica teste:

d, = sup |F,(x)=F,(x)

n

—00<X<+00

Uma vez que Fy ¢ uma funcdo (continua) crescente e F, ¢ uma funcdo em escada, o
supremo d, ocorre num ponto onde se verifica um salto de F, (numa observagio Xx;) ou

imediatamente antes desse ponto. Isto &,

d, = ir_Ill?)fl{Fo(Xi)_Fn(Xi) ; FO(Xi)_Fn(Xi_)‘ Jl
39
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Fo(x)
11 sw RO-Re) \
0.9+
0.8 +
07+
06 1
0.5+
0.4+
0.3+
0.2 1
(]
4

Grifico II: Ajustamento de uma f.d hipotética Fy a f.d. empirica Fn
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Assim, se Hy for verdadeira, a distincia vertical maxima entre as imagens das duas
distribui¢cdes ndo deve de ser muito grande, e logo espera-se que D, tome um valor

pequeno.

Entdo, rejeita-se Hy, para um nivel de significadncia a, se o valor observado d, da

estatistica teste D,, for superior ou igual ao ponto critico D, , onde D, ,, € tal que,

P(D, =D,/ Hy € verdadeira) = a

Os valores criticos D, , podem ser consultados numa tabela.
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Exemplo 3

Um certo Politécnico do pais efectuou um contrato com uma determinada empresa que
ficou responsavel pelo abastecimento da carne que compunha as refeigdes na cantina
dessa Escola. O contrato refere uma média de 290 gramas de carne por refei¢do, por
estudante. No entanto, alguns alunos queixaram-se acerca da comida, em particular
acerca da quantidade de carne servida por refei¢do. Os alunos falaram com o cozinheiro
chefe, que lhes disse que a quantidade de carne servida por refeicdo a cada estudante
tinha aproximadamente distribui¢do normal de média 290 gr com um desvio padrao de
56 gr.

ApoOs esta conversa com o cozinheiro, alguns alunos concordaram em recolher as suas
refeicdes ao longo de varios dias, resultando assim uma amostra de 10 refei¢des, que
foram levadas para um laboratorio afim de serem pesados os pedagos de carne nelas

contidos.
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Os dados obtidos sdo os seguintes:

198 254 262 272 275 278 285 287 287 292

TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Ao nivel de significancia de 5%, ha evidéncia para rejeitar a hipotese de que o

cozinheiro seguia as regras que afirmou em relacdo a quantidade de carne servida?

Denote-se por X a quantidade, em gramas, de carne servida por refei¢do a cada

estudante.

As hipdteses a testar sdo, neste caso,

Hy: X ~N(290, 56%)

H;: X + N(290, 56

A estatistica de teste é Do = sup |Fio(X)-Fo(x)|

O ponto critico da estatistica de teste D,y €, para o = 0.05, D15 = 0.409
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Calculo do valor observado da estatistica Dy

xi | Eo(x) | Fo(x7) S 290 | Fo(xi) =P(Z< z) | [Fo(x))-Fp (x,)|| [Fo(xi)- Fo(x7)]
56 (Z-N(0,1))
198 0,1 0 -1,64 0,0505 0,0495 0,0505
2541 0,2 0,1 -0,64 0,2611 0,0611 0,1611
262 | 0,3 0,2 -0,5 0,3085 0,0085 0,1085
2721 0,4 0,3 -0,32 0,3745 0,0255 0,0745
2751 0,5 0,4 -0,27 0,3936 0,1064 0,0064
278 0,6 0,5 -0,21 0,4168 0,1832 0,0832
285 0,7 0,6 -0,09 0,4641 0,2359 0,1359
287 0,9 0,7 -0,05 0,4801 0,4199 0,2199
292 1 0,9 0,04 0,516 0,484 0,384
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Fo(198) = P(X<198) = P(Zslg8;6290 ) = P(Z<-1.64) = 1-0.9495 = 0.0505

Fo(254) = P(X<254) = P(Z£2545_6290 ) = P(Z<-0.64) = 1-0.7389 = 0.2611

Como d;y = 0.484 > 0.409, ao nivel de significancia de 5%, rejeitamos a hipdtese de a
quantidade de carne servida por refeicdo a cada estudante seguir distribuicdo

N(290,56).

45

TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
TABELAS DE CONTINGENCIA

TESTE DO QUI-QUADRADO DE INDEPENDENCIA

Suponha que numa amostra aleatéria de tamanho n de uma dada populacdo sdo
observados dois atributos ou caracteristicas A e B (qualitativas ou quantitativas), uma
com r ¢ outra com s modalidades ou categorias, respectivamente A;, A,...., A; ¢ By,

B,,..., Bs.

Cada individuo da amostra ¢ classificado numa e numa sd categoria (ou classe) de A e

numa e numa so categoria (ou classe) de B.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

A classificagdo dos elementos da amostra da origem a uma tabela de dupla entrada,

designada por tabela de contingéncia rxs, com o seguinte aspecto:

B, B, .. B
Al Oll 012 cee OlS
Ay | Oy Op ... Oy

A | Oy Op ... Og
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Nesta tabela cada Oy (i=1,...,r e j=1,...,s) € uma variavel aleatéria que representa na
amostra o nimero de elementos classificados simultaneamente nas categorias A; de A e

Bj de B.

Além disso, temos as variaveis aleatorias:

S
e O, =ZOij (i=1,...,r) que representa o nimero de elementos na amostra com
j=1

modalidade A;;

r
e O, :ZOij (g=1,...,s) que representa o numero de elementos na amostra com
i=1

modalidade B;.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Tem-se,
T S T S
n=30,=30,=>0,
onde n ¢ a dimensdo da amostra que se supde fixa.
O objectivo a que nos propomos ¢ o de tentar inferir sobre a existéncia ou nio de

qualquer relagdo ou associagdo entre os atributos (varidveis) A e B, mais concretamente,

inferir se A e B sdo ou ndo independentes.

Hipadteses a testar:
Hy: A e B sdo independentes

H;: A e B ndo sido independentes
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Denote-se por:

e pij = P(AinB;) (1=1,..,r e j=1,...,s) a probabilidade (desconhecida) de um individuo

da populagdo ser classificado simultaneamente nas categorias A; de A e B; de B;

e p. =P(A,) (i=l,...,r) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da

populacdo ser classificado na categoria A; de A;

e p;=P(B;) (=l,...,s) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da

populagdo ser classificado na categoria B; de B.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

Tem-se,

T S

1= Zzpij :Z p;. :Zp~j

s r
i=1 j=I i=1 j=1

Ora, se os atributos sdo independentes, verifica-se a conhecida relagao,
P(Ai M Bj) = P(Ai)P(Bj)
1sto é,

Pij = Pi. P,

Assim, as hipdteses anteriores podem ser formuladas do seguinte modo:

Hy: p;j = p,.p,; (para todo i e j)

Hi: p;j # p;.p,; (para algum i)
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Os verdadeiros valores das probabilidades p; e p; sdo estimadas, a partir dos dados

amostrais, por

onde o, e o, sd0 os valores observados das variaveis aleatérias O; e O,

respectivamente, para uma amostra concreta.

ej=np; —> numero esperado de individuos na classe A; de A e B; de B.
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Quando H, ¢ verdadeira, i.e, p; = p;.p,;, temos

estimado por R
Cij =N Pj = NP;. P j = I

A 4
o
I

"Q)
=

A de independéncia ¢

A \2

» (058

=2
i=1 j=1 eij

que, sob o pressuposto de H, ser verdadeira, tem distribui¢do assintotica do Qui-

quadrado com (r-1)(s-1) graus de liberdade.
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Vimos que quando Hy ¢ verdadeira e; pode ser estimado por €; =np;p;, ¢ logo a
diferenga entre o; (frequéncia observada) e €; (estimativa da frequéncia esperada

supondo a independéncia) ndo deve ser grande.

Assim, a estatistica teste, tal como esta definida, mede o afastamento dos dados em

relagcdo a hipotese de independéncia.

Trata-se entdo de um teste unilateral a direita.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
Exemplo 4

Um supermercado quer testar ao nivel de significancia de 5% a hipdtese de que o modo
de pagamento dos clientes nesse estabelecimento ¢ independente do periodo do dia em
que fazem as compras. Existem trés modos de efectuar os pagamentos: por cheque,

dinheiro e cartdo de crédito.

A seguinte tabela de contingéncia 3x3 apresenta os resultados obtidos numa amostra de

4000 clientes:

PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO | Manha | Tarde | Noite
Cheque 750 1500 | 750
Dinheiro 125 300 75
Cartiao de Crédito 125 200 175
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Denotando por A o atributo Modo de pagamento e por B o atributo Periodo do dia em

que faz as compras, as hipoteses as testar sdo

Hy: A e B sdo independentes

H;: A e B ndo sdo independentes
Uma vez que A e B assumem cada uma 3 modalidades, sob Hy, a estatistica teste tem
distribui¢do assintotica do Qui-quadrado com (r-1)(s-1) = (3-1)(3-1) = 4 graus de

liberdade.

Ao nivel de significancia de 0.05, a regido critica é entdo [9.49, +oo[
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Como vimos, para obtermos o valor observado da estatistica teste, temos de calcular as
frequéncias esperadas:

O‘j Ol.o.j

~ A

_ A _ 01
¢ =0np,p; =n—
n

n n

Assim, por exemplo,

¢,; = (3000x1000)/4000 = 750
€,, = (3000x2000)/4000 = 1500
€, = (3000x1000)/4000 = 750
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Frequéncias esperadas

PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO | Manha | Tarde | Noite | Totais
Cheque 750 | 1500 | 750 | 3000
Dinheiro 125 250 | 125 500
Cartdo de Crédito 125 250 | 125 500
Totais 1000 | 2000 | 1000 | 4000

Valor observado da estatistica teste:

2 2 2 2
o~ (750-750)" | (I500-1500)°  , (200-250)" | (175-125)° _ ¢
750 1500 250 125

Uma vez que 60 excede o valor critico 9.49, ao nivel de significancia de 0.05, rejeitamos

0

a hipdtese de que o modo de pagamento ¢ independente do periodo do dia em que as
compras sdo feitas.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
MEDIDAS DE ASSOCIACAO

No teste do Qui-Quadrado apresentado, se for rejeitada a hipdtese de independéncia
entre os atributos, pode interessar medir a intensidade da associacdo entre os mesmos,

através de uma medida adequada.

Uma vez que a estatistica do teste mede o afastamento em relacdo a hipotese de
independéncia, o seu valor observado também poderd servir para avaliar a for¢a da

relagdo entre os atributos.

No entanto, houve necessidade de introduzir algumas modificagdes, devido a diversas

~ 2 . . .
razoes, por exemplo o facto do X nido tomar valores apenas no intervalo [0,1], o que ¢

salutar numa medida de associacao.
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e COEFICIENTE DE CONTINGENCIA DE PEARSON:

2

c= L
X +n

Este coeficiente varia entre 0 ¢ \/(q—1)/q onde q = min{r,s} e portanto nunca assume o
valor 1.
Valores pequenos de C indicam fraca associagdo entre os atributos, enquanto que valores

grandes de C indicam forte associagao.

O facto deste coeficiente ndo assumir o valor 1 no caso de associagdo completa ¢ uma
sua limitagdo.

Para obviar este problema, Tshuprow propos o seguinte coeficiente.
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TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS
e COEFICIENTE DE TSHUPROW:

_ X
T_\/n\/(r—l)x(s—l)

Este coeficiente varia entre 0 e 1, tomando o valor 0 no caso de existir independéncia e o

valor 1 quando r = s e houver associagdo completa.

Por ultimo, referimos o coeficiente proposto por Cramer que atinge o valor 1 quando ha

associacdo completa.

e COEFICIENTE V DE CRAMER:

2
V= X7’ com q=min{r,s} 0<V<I1
\n(q-1)
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Exemplo 4

Neste exemplo, rejeitamos a hipotese de independéncia entre o0 modo de pagamento € o

periodo do dia em que as compras eram efectuadas.

Para ter uma ideia da intensidade de associacdo entre estes dois atributos, calcula-se, por

exemplo, o coeficiente V de Cramer.

v= |90 _ 087
4000 % 2

Verificamos, segundo o coeficiente V que, apesar de haver associacdo entre os atributos,

Assim, tem-se

esta pode considerar-se fraca.
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TESTE DE HOMOGENEIDADE

Suponha que sdo recolhidas amostras aleatorias de s populacdes (subpopulagdes ou
estratos) By, B.,..., By, nas quais se observa um atributo A com r categorias A, A,,...,

A..

Neste contexto, surge também uma tabela de contingéncia rxs da forma apresentada na

tabela I, mas com leitura diferente.

Assim, cada Oy (i=1,...,r e j=1,...,s) € uma variavel aleatoria que representa o numero de

elementos classificados na categorias A; de A, na amostra da populacio B;.
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S
O, =>.0; (i=1,...,r) ¢ uma variavel aleatoria que representa o numero de elementos
j=1

na categoria A; de A em todas as amostras.

T
O,= ZOij (=1,...,s) € uma constante prefixada (e ndo uma variavel aleatoria como
i=1

acontece no teste de independéncia), pois ¢ o tamanho da

amostra recolhida na populagao B;.

Neste caso, cada B; rotula uma subpopulagdo cujos elementos se distribuem pelas r
modalidades do atributo A, e o que se pretende saber € se existe homogeneidade, isto &,
se nao ha diferenca entre as populacdées no modo como os seus elementos se

distribuem pelas modalidades do atributo A.
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Exemplo 5

Suponhamos que dispomos dos resultados de vacina¢do contra a colera num conjunto de
279 individuos escolhidos aleatoriamente entre os vacinados, ¢ num conjunto de 539

individuos escolhidos aleatoriamente entre os ndo vacinados:

Vacinados |N2ao Vacinados

Atacados 3 66
Nao Atacados 276 473
Totais 279 539
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Isto corresponde a ter duas amostras, uma em cada coluna da tabela, obtidas de modo

independente e de dimensdes, respectivamente o0,=279 e 0,=539.

Hipoteses a testar:

Hy: os atacados e ndo atacados distribuem-se de forma idéntica (homogénea)
nos vacinados e nao vacinados

H,: os atacados e nao atacados distribuem-se de modo diferente nos

vacinados e ndo vacinados

As propor¢des de atacados e ndo atacados sdo dadas, respectivamente, por

90_9 g4 o 2=TP_goi6

n 818 n 818
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Assim, sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, em cada um dos grupos dos vacinados e
ndo vacinados, deviam ser atacados (ndo atacados) uma proporcao de individuos igual a

0.084 (0.916), isto é:

e nos vacinados espera-se que sejam:

atacados €,,=0, x——279><0 084=23.44 individuos
n

e ndo atacados &, =0, x—=279><0 916=255.56
n

e nos nao vacinados espera-se que sejam

atacados €, =0, x—=539><0 084=45.276 1ndividuos
n

e ndo atacados  &,, =0, X 92.-539%0.916=493.724
n

67

TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

O quadro seguinte apresenta as frequéncias esperadas sob o pressuposto de

homogeneidade:
Vacinados | Nao Vacinados
Atacados 23.44 45.276
Nao Atacados| 255.56 493.724
Totais 279 539
A semelhanca do teste de independéncia, a ¢
(0; -&;)°

T S
=22

i=1 j=1 ij
que, sob o pressuposto de H, ser verdadeira, tem distribui¢do assintotica do Qui-

Quadrado com (r-1)(s-1) graus de liberdade.
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As frequéncias observadas Oy e as estimativas das frequéncias esperadas €; calculadas

sob o pressuposto de H, ser verdadeira, devem diferir pouco se H, for de facto

verdadeira.

Assim, valores muito grandes da estatistica teste traduzem um grande afastamento dos

dados em relacdo a hipdtese nula, conduzindo a rejei¢do desta.

Mais uma vez, a estatistica teste mede o afastamento dos dados em relacio a

hipotese de homogeneidade.
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Calculo do valor observado da estatistica teste:

,  (3-23.44) N (66 —45.276)* . (276 - 255.56) ) (473-493.724)" _

Xobs - 29.8
23.44 45.276 255.56 493.724

O quantil de probabilidade 0.995 da distribuicdoy; & 7.88

Como o valor observado da estatistica teste ¢ 29.8 > 7.88 entdo, para um nivel de
significancia 0.005, rejeita-se a hipotese de homogeneidade entre as duas amostras, isto
¢, a populacdo dos vacinados difere da dos ndo vacinados no que se refere ao facto de

terem ou nao sido atacados.
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