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Introducao

A analise de regressao estuda o relacionamento entre uma
variavel chamada variavel dependente e outras variaveis
chamadas variaveis independentes.

Este relacionamento é representado por um modelo
matematico, isto &, por uma equacao que associa a variavel
dependente com as variaveis independentes.

Este modelo é designado por modelo de regressao linear
simples se define uma relagao linear entre a variavel
dependente e uma variavel independente.

Se em vez de uma, forem incorporadas varias variaveis
independentes, 0 modelo passa a denominar-se modelo de
regressao linear multipla.




Introducao

A analise de correlacao dedica-se a inferéncias estatisticas das
medidas de associacao linear que se seguem:

» coeficiente de correlacao simples: mede a “for¢a”ou
“grau”de relacionamento linear entre 2 variaveis;

» coeficiente de correlacao multiplo: mede a “for¢a’ou
“grau”de relacionamento linear entre uma variavel e um
conjunto de outras variaveis.

As técnicas de analise de correlacao e regressao estao
intimamente ligadas.

Diagrama de Dispersao

Os dados para a analise de regressao e correlagao simples
sao da forma:

(X13y1)7 (X27y2)7 "'7(Xi>yi)7 s ey (Xm}/n)

Com os dados constroi-se o diagrama de dispersao. Este deve
exibir uma tendéncia linear para que se possa usar a
regressao linear.

Portanto este diagrama permite decidir empiricamente se um
relacionamento linear entre X e Y deve ser assumido.

Por andlise do diagrama de dispersao pode-se também
concluir (empiricamente) se o grau de relacionamento linear
entre as variaveis é forte ou fraco, conforme o modo como se
situam os pontos em redor de uma recta imaginaria que passa
através do enxame de pontos.




Diagrama de Dispersao

A correlacao é tanto maior quanto mais os pontos se
concentram, com pequenos desvios, em relacao a essa recta.

Se o declive da recta é positivo, concluimos que a correlacao
entre X e Y é positiva, i.e., os fendmenos variam no mesmo
sentido.

Ao contrario, se o declive é negativo, entao a correlacao entre
X e Y é negativa, i.e., os fendmenos variam em sentido inverso.

Diagrama de Dispersao

Sugerem uma regressao nao linear
(i.e., a relacao entre as duas variaveis podera ser descrita por
uma equacao nao linear)
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Diagrama de Dispersao

Y -Peso

Sugerem uma regressao linear
(i.e., a relacao entre as duas variaveis podera ser descrita por
uma equacao linear)

X - Altura

Existéncia de correlacao
positiva (em média, quanto
maior for a altura maior sera

0 peso)

Y -Preco
*
+
*
+

X - Colheita

Existéncia de correlagcao
negativa (em média, quanto
maior for a colheita menor
sera o preco)

Exemplo

Queremos estudar a relacao entre a quilometragem de um
carro usado e 0 seu preco de venda

Preco de
venda Y
Quilometragem | (dezena de
Carros K (1000 Km) Euros)
1 40 1000
2 30 1500
3 30 1200
4 25 1800
5 50 800
6 60 1000
7 65 500
8 10 3000
9 15 2500
10 20 2000
11 55 800
12 40 1500
13 35 2000
14 30 2000
Total 505 21600

Diagrama de dispersao
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Os dados sugerem uma relacio linear entre a
quilometragem e o preco de venda. Existe uma

: em média, quanto maior
for a quilometragem menor sera o preco de
venda.




O Modelo de Regressao Linear Simples

Y=00+B5X+E

X — variavel explicativa ou independente medida sem erro (nao
aleatoria);

E — variavel aleatéria residual na qual se procuram incluir todas
as influéncias no comportamento da variavel Y que nao podem
ser explicadas linearmente pelo comportamento da variavel X;
Bo € (31 — parametros desconhecidos do modelo (a estimar);

Y — variavel explicada ou dependente (aleatoria).

Exemplos

1. Relacao entre o peso e a altura de um homem adulto (X:
altura; Y: peso)

2. Relacao entre o preco do vinho e o montante da colheita
em cada ano (X: montante da colheita; Y: preco do vinho)

Num estudo de regressao temos n observagoes da variavel X :
X1, Xo, ..., Xp (@SSumMe-se que estas observacoes sao
medidas sem erro).

Temos entao n variaveis aleatérias Yy, Yo, ..., Y,tais que:
Yi=0o+51x+E i=1,..n

Admite-se que Eq, E», ..., E, sao variaveis aleatorias

independentes de média zero e variancia o°.

Para qualquer valor x; de X, Y; € uma variavel aleatéria de
média uy, = By + B1x; e variancia o2




Os dados para a analise de regressao e correlagao simples
sao da forma: (xq, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) Onde x; € o valor
da variavel X e y; a correspondente observacao da variavel
aleatoria Y; (i=1,...,n).

Cada observacao satisfaz a seguinte relagao:

Yi=Bo+bBixi+e i=1,..,n
———

1y

s O valor observado de uma variavel aleatoria (y;),
usualmente difere da sua média (uy,) por uma
quantidade aleatoria ¢;.

A partir dos dados disponiveis estimamos 5y e 31 €
substituimos estes parametros pelas suas estimativas para
obter a equacao de regressao estimada.

Y = fliy)x = bo + by x

(N Esta equacao estima o valor médio de Y para um
dado valor x de X, mas é usada para estimar o
proprio valor de Y.

3 De facto, o senso comum diz-nos que uma escolha
razoavel para predizer o valor de Y para um dado x
de X, € o valor médio estimado fiy|x.




Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

Qual a recta que
melhor se ajusta?

X
('\‘ 1% ) }’;!' = 170 + Z)l.x.!
. ¢ o valor dado pela recta
& di o (xXi.5)
(l\ _‘,\\\\ Idl ....................................
¢ n) ¢ T i . - :
X2,V 2 . . ) :
Sdh) . g e e  divie(betbixy)
o T~ r=betbix ., 1
] residuos
X

Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

Iremos estimar os parametros usando o método dos minimos
quadrados.
Seja d; = y; — y; — i-ésimo residuo.

O objectivo é escolher by e by de modo a minimizar a soma
dos quadrados destes residuos.

n n
SSE = "di2=3"ly; — (bo + brx;)]?
i=1

i=1




Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

Para determinar by e by, de modo a minimizar SSE resolve-se
0 seguinte sistema de equacoes:

0SSE
Obo

HSSE
Dby

—0 bo =y — bix
.. e - __
_ XL xy-nXy
=0 by = S5

=17

ATENCAO:

Um conjunto de pontos da evidéncia de linearidade apenas para 0s
valores de X cobertos pelo conjunto de dados. Para valores de X
que saem fora dos que foram cobertos ndo ha qualquer evidéncia de
linearidade. Por isso é arriscado usar uma recta de regressao
estimada para predizer valores de Y correspondentes a valores de X
que saem fora do ambito dos dados.

ambito dos dados

O perigo de extrapolar para fora do ambito dos dados amostrais é
que a mesma relacao possa nao mais se verificar.




O Modelo de Regressao Linear Multipla

Y=00+061X1+...+ B Xk + E

Xi,..., X, — variaveis explicativas ou independentes medidas
sem erro (nao aleatorias);

E — variavel aleatoria residual na qual se procuram incluir
todas as influéncias no comportamento da variavel Y que nao
podem ser explicadas linearmente pelo comportamento das
variaveis Xi, ..., Xk € 0s possiveis erros de medicao;

Bo, ..., Bk —parametros desconhecidos do modelo (a estimar);

Y — variavel explicada ou dependente (aleatdria).

O Modelo de Regressao Linear Mdltipla

Exemplo

Relacao entre o volume de vendas (Y) efectuadas durante um
dado periodo de tempo por um vendedor, 0s seus anos de
experiéncia (Xi) e o seu score num teste de inteligéncia (X>).

Vendedores com 4 anos de experiéncia (x; = 4) e score 3 no
teste de inteligéncia (x» = 3), podem apresentar volumes de
vendas diferentes (Y’s diferentes).

Isto é, fixando a variavel anos de experiéncia - X; - num valor,
por exemplo 4 anos, e X> noutro valor, por exemplo 3, o volume
de vendas vai variar devido a outras influéncias aleatorias.

Para xy e x> fixos, Y é uma variavel aleatéria.




O Modelo de Regressao Linear Multipla

Num estudo de regressao temos n observacoes de cada
variavel independente:

I=1 i=2 ... i=n
X1 X1 X2 ... X
Xo Xor  Xoo Xon
Xk Xkt Xk Xkn

Para para cada /, i.e., para xi;,

..., Xg fixos, Y; € uma variavel
aleatoria.

Temos entao n variaveis aleatérias: Yy, Yo, ..., Ya:

Yi=Bo+Bixqj+ ...+ 08X+ E i=1,...,n

O Modelo de Regressao Linear Mdltipla

Yi =00+ B1X11 + ... + BrXkr + Eq

Yn= 080+ B1X1n+ - .. + BxXkn + En

Admite-se que E1, ..., E, sao variaveis aleatorias
independentes de média zero e variancia o2

Entao, para quaisquer valores xi;,

..., Xg fixos, Y; € uma
variavel aleatéria de média

py, = Bo + BiXqyj+ ...+ BrXki

e variancia o2.




O Modelo de Regressao Linear Multipla

Os dados para a analise de regressao e de correlacao multipla
sao da forma:

(Y1>X11,X217-- '7Xk1)7 (y27X127X227° '°7Xk2)7' --7(Ynax1nax2na- .- 7an)

Cada observacao obedece a seguinte relacao:

Yi = Po + B1X1i + BaXoi + ... + BiXig + €is i=1,...,n
e
N O valor observado de uma variavel aleatéria (y;),

usualmente difere da sua média (uy,) por uma
quantidade aleatoria ¢;.

O Modelo de Regressao Linear Mdltipla

Temos entao o seguinte sistema escrito em notacao matricial:

2 T X411 X1 ... X1 | [ Bo ] E1

Yo 1 X2 Xo2 ... Xk B €2

Cl=1. . . . | L | &Y =XB+e
B2 _1 Xin Xon ... Xkn | _ﬁk_ | en |

y - Vector das observacdes da varidvel dependente;

X - Matriz significativa do modelo;

3 - Vector dos parametros do modelo;

e - Vector das realizacoes da variavel aleatoria residual.




Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

A partir dos dados disponiveis estimamos (g, (1, ..., 0k €
substituimos estes parametros pelas suas estimativas
bo, b1, ..., by para obter a equacao de regressao estimada.

V= 0yx x,..x = bo+b1xq + boxo + ...+ brxy

Esta equacao estima o valor médio de Y para um
dado conjunto de valores xi, X», ..., Xk fixo, mas é
usada para estimar o préprio valor de Y.

Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

A cada observacgao (y;, xij, Xoj, - - - , Xxj) €stad associado um
residuo

di=Yyi—Vi=Yi— (bo+ bix1j + boxpi + ... + bxX)

O objectivo é escolher by, by, ..., by de modo a minimizar a
soma dos quadrados dos residuos.

n

n
SSE = Zd,- e Z(}/i — by — biXy; — baXpj — ... — bXki)?

i=1 i=1




Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

Para determinar bg, by, ..., bx, de modo a minimizar SSE resolve-se
0 seguinte sistema de equacoes:
0SSE 0 A 0SSE 0 A A\ 0SSE 0
oby oby obx
[ by ] [ o |
, b —1 L P
Obtém-se b= | . | = (X'X) X'y estimativaparapg= | .
| by | Bk
- /6:0 —
B

O estimador é 3 = = (XTX)7' XTY.

Estimacao pelo Método dos Minimos Quadrados

Cada coeficiente de regressao estimado b;, i=1,...,k
(estimativa de 3;), estima o efeito sobre o valor médio da
variavel dependente Y de uma alteracao unitaria da variavel
independente Xj, mantendo-se constantes todas as restantes
variaveis independentes.

No caso k = 1 (regressao simples) temos:
U bo | Ty T
b_[b1]_(XX) XTy.
onde X tem apenas duas colunas.
Como ja vimos, by e by podem também ser determinados

pelas relagoes:

D Xyi—nXYy — _
b1 :ZZ’—O11'X'2'_n72 e bo:y—b1X.
1= I




Exemplo

Os dados apresentados no quadro seguinte representam as
vendas, Y, em milhares de Euros, efectuadas por 10
empregados de uma dada empresa, o n° de anos de
experiéncia de cada vendedor, X; e o respectivo score no teste
de inteligéncia, X>.

Vendedor | Vendas (Y) Anos de Score no teste
experiéncia(Xi) | de inteligéncia (X2)
1 9 6 3
2 6 5 2
3 4 3 2
4 3 1 1
5 3 4 1
6 5 3 3
7 8 6 3
8 2 2 1
9 7 4 2
10 4 2 2
Exemplo

Pretende-se determinar se o sucesso das vendas pode ser
medido em funcao das duas variaveis explicativas X; e X
através de um modelo linear .

Matriz significativa do modelo: X =

1

—_ —l —d =l ol -l 1
NDNAEANDNOOWREL—=20WOIO
PN WOW—==DNDMNDW

1
Vector das observacdes da var. dependente:

y=[9643358274]"




Exemplo
Vector das estimativas dos coeficientes de regressao:

bo B ~0.262712
b=| b | = (XTX) XTy = | 0.745763
by 1.338983

Equacao de regressao estimada:

J = fiyjx 0, = —0.262712 + 0.745763x; + 1.338983x;

Estima-se que o volume médio de vendas de um

—> vendedor (em milhares de Euros) é igual a 0.745763
vezes 0S seus anos de experiéncia mais 1.338983 vezes
0 seu score no teste de inteligéncia menos 0.262712.

Exemplo

Por exemplo, o volume médio de vendas para vendedores com 4
anos de experiéncia e com score 3 no teste de inteligéncia é
estimado por:

y =-0.262712 4+ 0.745763 x 4 + 1.338983 x 3 = 6.737289

by = 0.745763 — Em média, um ano extra de experiéncia entre
vendedores com 0 mesmo score no teste de inteligéncia, conduz a
um aumento no volume de vendas de uma quantidade que pode ser
estimada em 745.763 Euros.

b, = 1.338983 ——Em média, um vendedor com score no teste de
inteligéncia igual a 2 vende mais 1338.983 Euros (valor estimado) do
que um vendedor com a mesma experiéncia e score 1, € menos
1338.983 Euros do que um vendedor com a mesma experiéncia e
com score 3.




Exemplo
Atencao:

» by = —0.262712 nao pode ser interpretado como sendo o
volume médio de vendas de um vendedor hipotético sem
experiéncia prévia e com score zero no teste de
inteligéncia. Com efeito, vendas negativas sao
impossiveis. Note que valores nulos de X; e X5
encontram-se fora do ambito dos dados.

» Trata-se de uma relacdo média, assim um vendedor com
determinados anos de experiéncia e determinado score no
teste de inteligéncia nao obtera necessariamente o volume
de vendas exacto indicado pela equacao.

Qualidade do Ajustamento

A equacao de regressao estimada pode ser vista como uma
tentativa para explicar as variacoes na variavel dependente Y
que resultam das alteracoes nas variaveis independentes

X1, Xo, ..., Xk.

Seja y a média dos valores observados para a variavel
dependente.

Uma medida util associada ao modelo de regressao € o grau
em que as predicdes baseadas na equacao, y; , superam as
predicOes baseadas em .

Se a dispersao (erro) associada a equacao é muito menor que
a dispersao (erro) associada a y, as predicoes baseadas no
modelo serao melhores que as baseadas em y.




Qualidade do Ajustamento

Dispersao em torno de y - Variacao total:

n
SST = Z(y,- —¥)? (Soma dos quadrados totais)

Dispersao em torno da equacao de regressao - Variacao nao
explicada:

SSE = Z (Soma dos quadrados dos residuos)

O ajustamento sera tanto melhor quanto mais pequeno for
SSE relativamente a SST.

Pode-se mostrar que:

l ! !
SST = SSE + SSR

SST — Soma dos quadrados totais - Variagao total
SSE —— Soma dos quadrados dos residuos - Variacdo nao

explicada
SSR —— Soma dos quadrados da regressao - Variacao
explicada
Isto é:
Variacao Total Variagao que o Variacao explicada
de Yavolta = ajustamentonao -+ pelo

da sua média consegue explicar ajustamento




Coeficiente de Determinacao

O quociente entre SSR e SST da-nos uma medida da
proporcao da variacao total que é explicada pelo modelo de
regressao. A esta medida da-se o nome de coeficiente de
determinacéo ( r?),

2 _ SSR SST - SSE  SST  SSE i SSE
-~ SST SST ~ 8ST SST SST
Note que:
» 0<r2<i;

» r? =1 (préximo de 1) significa que grande parte da
variacao de Y é explicada linearmente pelas variaveis
independentes;

» r? =2 0 (proximo de 0) significa que grande parte da
variacao de Y nao é explicada linearmente pelas variaveis

HPRPN PR PR

Coeficiente de Determinacao

Este coeficiente pode ser utilizado como uma medida da
qualidade do ajustamento, ou como medida da confianca
depositada na equacao de regressao como instrumento de
previsao:

» r> =~ 0 — modelo linear muito pouco adequado;

» r> =~ 1 +— modelo linear bastante adequado.




Exemplos de diagramas (Regressao simples)

Coeficiente de Correlacao

A raiz quadrada de r? da-se o nome de:

» coeficiente de correlagao simples se esta envolvida
apenas uma variavel independente;

» coeficiente de correlacao multiplo se estao envolvidas pelo
menos duas variaveis independentes.




Coeficiente de Correlacao Simples

r = +v'r2 (com o sinal do declive by)

Este coeficiente € uma medida do grau de relacionamento
linear entre as variaveis X e Y.

» r variaentre —1e 1;

» r=—1er=1 indicam a existéncia de uma relacao linear
perfeita (negativa e positiva respectivamente) entre X e Y;

» r =0 indica a inexisténcia de qualquer relagao ou
tendéncia linear entre X e Y;

» r > 0 indica uma relacao linear positiva entre as variaveis
X e Y, ou seja, as variaveis tendem a variar no mesmo
sentido;

» r < 0 indica uma relagao linear negativa entre as

variaveis X e Y, ou seja, as variaveis tendem a variar em
sentido inverso.

Coeficiente de Correlacao Simples

O coeficiente de correlagao simples r também pode ser
calculado a partir da seguinte férmula:

n n
bo Y _Yi+bi > yixi— ny
i=1 =1

n
> yF—ny?
=1

\
I
H_

(com o sinal do declive by)




Coeficiente de Correlacao Multiplo

E uma medida do grau de associacéo linear entre Y e 0
conjunto de variaveis X1, Xo, ..., X.

» r variaentreOe 1;

» r =1 indica a existéncia de uma associacao linear
perfeita, ou seja, Y pode ser expresso como uma
combinacao linear de Xy, Xo, ..., Xk;

» r =0 indica a inexisténcia de qualquer relacao linear
entre a varidvel dependente Y e o conjunto de variaveis
independentes Xi, Xo, ..., Xk.

Exemplo
Para o exemplo em estudo temos a seguinte tabela

i Vi | X1 | Xei Vi o d? vi—y)? | -y
=yi— ¥
1 9 6 3 8,22881 0,77119 0,59473
2 6 5 2 6,14407 | -0,14407 0,02076
3 4 3 2 465254 | -0,65254 0,42581
4 3 1 1 1,82203 1,17797 1,38760
5 3 4 1 4,05932 | -1,05932 1,12216
6 5 3 3 5,99153 | -0,99153 0,98312
7 8 6 3 8,22881 | -0,22881 0,05236
8 2 2 1 2,56780 | -0,56780 0,32239
9 7 4 2 5,39831 1,60169 2,56543
10 4 2 2 3,90678 | 0,09322 0,00869 . .
Total | 51 SSE SST SSR
=7.48305 =48.9 =41.4169¢%




Exemplo
Coeficiente de determinacao:

r? = 230 = 414189 — 0.84697 +— 84.7% da variagdo nas
vendas esta relacionada linearmente com variagées nos anos
de experiéncia e no Ql. Por outras palavras, as duas variaveis
independentes utilizadas no modelo linear ajudam a explicar
cerca de 84.7% da variacao nas vendas. Ficam por explicar
15.3% das variacoes no volume de vendas, que se devem a

outros factores nao considerados, como por exemplo:
» a simpatia do vendedor;
» areputacao do vendedor;
> efc.

Exemplo
Coeficiente de correlagcao multiplo:

r =+/0.84697 = 0.92031 —— indica a existéncia de uma
associacao linear forte entre o volume de vendas e as variaveis
independentes X; e X>, anos de experiéncia e score no teste
de inteligéncia.

Podemos entao concluir que o modelo linear se afigura
bastante adequado para descrever o relacionamento entre a
variavel Y, volume de vendas, e as variaveis Xi e Xo.




