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Capitulo II

CALCULO DE PREDICADOS!

1 Predicados e quantificadores

Consideremos as afirmacoes seguintes:

x € par. (1.1)

x € tdo alto como y. (1.2)
x+y=0. (1.3)

x € pai de y. (1.4)

Denotemos a afirmagao (1.1) por p(x). Claro que nao faz sentido dizer se p(z) é verdadeira
ou falsa. Mas se substituirmos o z por um numero natural, j4 o podemos fazer. Assim
p(2) é verdadeira e p(3) é falsa. Analogamente, denotando a afirmacao (1.3) por q(z,y),
podemos afirmar que ¢(1,2) é falsa e ¢(—2,2) verdadeira. Também as afirmagoes (1.2) e
(1.4) podem ser tratadas de forma similar atribuindo as varidveis valores num determinado
universo de pessoas.

Em geral, uma afirmacao envolvendo as variaveis x, x2, ..., £, pode ser denotada
por p(z1, T2, ..., T,); p diz-se um predicado de aridade n ou um predicado n-drio. Em
particular, se n = 1, p diz-se unério, se n = 2, diz-se bindrio.

Atentemos agora nas afirmagoes:

Todo o x € par. (1.5)
Algum x € portugués. (1.6)
Existe um x tal que x + x = 0. (1.7)

Para expressar estas afirmacoes podemos usar, para além dos simbolos de predicado, os

quantificadores universal e existencial. Usamos Vx para significar “para todo o z”, “todo

!Para uma boa compreensdo dos assuntos aqui tratados é necessdria a participacio nas aulas tedricas.



o x”, "para qualquer z, etc. Escrevemos dx para expressar de “existe um z”, “existe
algum z”, “existe pelo menos um x”, “para algum z”, etc. Assim, usando os simbolos de

predicado p e ¢ com o significado descrito atrds, podemos representar (1.5) por
Va p(z) (1.8)
e (1.7) traduz-se por
Jz q(z, x) (1.9)

Quanto a (1.6), se representarmos “x é portugués”por t(x), obtemos
Jxt(x) (1.10)

Podemos combinar o ja aprendido no calculo proposicional com estes dois novos ingre-

dientes, os predicados e os quantificadores. Por exemplo, sejam as expressoes
s — Jzp(x) (1.11)

p() Ap(r) — p(t) (1.12)

e tomemos para universo do discurso um certo grupo de pessoas; seja s a proposicao
“Faz sol”, atribuamos a p(x) o significado de “z vai & praia”e sejam j, r e t trés pessoas
desse grupo, respectivamente, Joana, Rui e Tiago. Deste modo, obtemos para (1.11) a
interpretacao
“Se faz sol entao alguém vai a praia.”
e para (1.12) a interpretagao
“Se a Joana e o Rui vao a praia entao o Tiago também vai a praia.”

Exercicios da Secgao 1

1. Expresse as seguintes afirmacoes na forma de célculo de predicados. O dominio

considerado é o conjunto dos ntimeros inteiros.

(a) Se x estd entre 1 e 2, e se y estd entre 2 e 3, entao a diferenga entre x e y nao
pode exceder 2. Use o predicado b(z,y, z) se x estd entre y e z, e use d(z,y, z)
se a diferenca entre x e y é maior do que z.

(b) Se x é divisivel por quatro entdo x nao pode ser primo. Use d(z,y) se x é
divisivel por y e p(z) se x é primo.

(c) x+y=zex+z=u. Uses(z,y,2)sex+y==z.

32
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2. Suponha que o universo de discurso é um grupo de pessoas. Traduza a afirmacao

“Toda a gente aqui fala inglés ou francés.”em calculo de predicados.

3. Expresse "Nenhum nimero natural é negativo.”supondo que o universo do discurso
é
(a) o conjunto dos numeros naturais;

(b) o conjunto dos nimeros inteiros;

(¢) o conjunto dos niimeros reais.

4. No dominio de todos os animais como traduziria as seguintes expressoes em calculo

de predicados?

(a) Todos os ledes sao predadores. (b) Alguns ledes vivem em Africa.
(c) S6 os ledes rugem. (d) Alguns animais comem insectos.
(e) As aranhas comem insectos. (f) As aranhas s6 comem insectos.

5. No dominio dos ntimeros naturais escreva simbolicamente as seguintes expressoes
usando p(x) para "z é primo”e g(x) para "z é par”. Pode usar também x < y para
cada x e y.

b
(c

(d) Nao existem numeros primos menores que 3.

(a) Alguns primos sao pares.
(b) Todos os niimeros pares sdo maiores do que 1.

Um nimero par é primo se e sé6 se for menor que 3.

)
)
)
)

2 Formulas bem formadas

Expressoes como as (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) sao exemplos de férmulas bem

formadas do calculo de predicados, que vamos definir a seguir.

Simbolos do Calculo de Predicados:
Variaveis: z, y, z, ...

Constantes: a, b, c, ...

Simbolos de predicado: p, ¢, r, ...
Conectivos: =, A, V, —, <>
Quantificadores: V, 3
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Auxiliares: ()
Chama-se termo a toda a varidvel ou constante.

Um predicado atémico é toda a expressao do tipo p(ti,te, ..., t,) onde p é um simbolo
de predicado de aridade n e t1, ta, ..., t, sdo termos; V, F e todo simbolo proposicional sao

também predicados atomicos.

Férmulas bem formadas (fbf)

e Todo o predicado atémico é uma férmula bem formada;

e Se A e B sao fbf’s e x é uma varidvel, entdo as expressoes seguintes sdo férmulas
bem formadas:

(A), A, ANB, AVB, A— B, A~ B, 3z AeVz A

Prioridade dos conectivos e quantificadores:

-, dz, Yy

A
V

—

Escopo de um quantificador:

Na fbf dz A, A diz-se o escopo do quantificador Jzx.
Na fbf Vz A, A é o escopo do quantificador V.

Exemplo: O escopo de dz na fbf

Jzp(z,y) — q(x) (2.1)
é p(x,y). O escopo de Jx na fbf

3z (p(z,y) — q(2)) (2.2)

é pla,y) — q().

A ocorréncia de uma variavel x numa fbf diz-se limitada se ela figurar num quantificador

ou estiver no escopo de Jx ou de Vx. Caso contrario, diz-se livre ou muda. Por exemplo,
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as duas primeiras ocorréncias de x em (2.1) sao limitadas, a ltima ocorréncia de x é livre

e a Unica ocorréncia de y é livre. Em (2.2), todas as ocorréncias de z sao limitadas.

Exercicios da Secgao 2

1.

2.

Determine as varidveis livres e as limitadas em (Vz3yp(x,y, 2) A q(y, 2)) Ar(z).

Escreva uma fbf do calculo de predicados que contenha um quantificador existencial,
um quantificador universal, dois simbolos de predicado, A e B, o primeiro de aridade
2, segundo de aridade 1, a ocorréncia da varidvel x duas vezes, ambas limitadas, a

ocorréncia da varidvel y trés vezes, duas limitadas e uma livre.

3 Semantica

Interpretagoes

Na primeira secgao interpretdmos algumas fbf’s do cdlculo de predicados. Vamos pre-

cisar o significado de interpretacao de uma fbf.

Uma interpretacdo para uma fbf consiste em:

Um conjunto nao vazio D, chamado dominio ou universo da interpretacao, junta-
mente com uma correspondéncia que associa os simbolos da fbf com elementos de D
do seguinte modo:

A cada simbolo de predicado corresponde uma determinada relacao entre elementos
de D. Um predicado sem argumentos é uma proposi¢ao e atribui-se-lhe um dos
valores V ou F.

A cada varidvel livre faz-se corresponder um elemento de D. A todas as ocorréncias

livres de uma mesma varidvel faz-se corresponder o mesmo elemento de D.

A cada constante faz-se corresponder um elemento de D. A todas as ocorréncias de

uma mesma constante faz-se corresponder o mesmo elemento de D.

Exemplo Uma interpretacao possivel para a fbf

[©N

JzVy (q(x,y) — q(z,v)) (3.1)

Universo: alunos de uma dada escola;
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q(x,y) := “y é amigo x.”

z := ¢, onde c representa uma determinada pessoa chamada Carlos.

Deste modo, o significado de (3.1) é: “Existe um aluno z tal que todo o amigo de z é
também amigo de Carlos.”

Uma outra interpretacao para a mesma fbf:

Universo: IR (3.2)
q(z,y) =z xy=0
z:=2

Com a segunda interpretagdo obtemos uma proposicao verdadeira. Na verdade, seja
x = 1. Entao, se q(z,y) for verdadeira, temos 1 x y = 0, pelo que tem de ser y = 0
e, consequentemente, 2 X y = 0; ou seja, q(2,y) é verdadeira. Portanto, a implicagao
q(1,y) — q(2,y) é verdadeira para todo o y. Havendo um z que torna a implicacao
q(z,y) — q(2,y) verdadeira, concluimos que 3z Vy (q(x,y) — q(z,y)) é verdadeira para

esta interpretacao.

Seja A uma fbf, x uma variavel e ¢ um termo. Entao
SYA

representa a expressao obtida substituindo todas as ocorréncias de x por t.
Uma fbf diz-se uma variante de Va A se for da forma Vy SjA onde y é uma variavel.
Analogamente, 3z A e Jy Sj A sao variantes uma da outra.

Validade

Uma fbf do célculo dos predicados diz-se:
vdlida ou uma tautologia, se for verdadeira para todas as possiveis interpretacoes;
satisfazivel, se existirem interpretacoes para as quais ela é verdadeira;

contraditéria ou uma contradi¢io, se for falsa para qualquer interpretacao.

Se A é uma fbf valida, escrevemos = A.

Se B é uma fbf, entao toda a interpretacao que torna B verdadeira diz-se satisfazer B.
Toda a interpretacao que satisfaz B diz-se modelo de B.

Exemplo A interpretagao (3.2) é um modelo de (3.1). Fica como exercicio arranjar uma
interpretagao de (3.1) que a torne falsa e concluir que, portanto, (3.1) ndo é uma tautologia.
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Exercicios da Secg¢ao 3

1.

Expresse sob a forma de predicados S§ p(x,v), Sy p(z,y), S§ (p(x)A\Vzq(z)) e S§ (p(x)A
q(y) Nr(z,y)).

Um universo contém trés individuos a, b e c. Para estes individuos, define-se um

predicado ¢(z,y), cujos valores légicos sao dados pelo quadro seguinte:

a b ¢
alV F V
b|F V V
F V V

Estude a veracidade de:
(i) VzIy q(z,y) (ii) Yy q(y,b) (iii) Yy q(y, y) (iv) 3z —q¢(a,x)
(v) Vyq(b,y) (vi) Yy q(y,y) AVaxIyq(z,y).

Um universo de discurso consiste em trés pessoas, nomeadamente, Joao, Maria e
Joana. Os trés sao estudantes, e nenhum deles é rico. Os simblos de predicados s,
m, f e r correspondem a ser estudante, ser homem, ser mulher e ser rico, respecti-

vamente.

(a) Para cada uma das expressoes seguintes, diga se é verdadeira ou falsa: Vx e(x),
Vem(x) VVzh(z), Ve (m(x)V h(z)), Jzr(z) e Iz (m(z) — r(x)).
(b) Supondo p verdadeiro e q falso, determine Vx p, Vzgq, Jz(p Am(z)), Jz(pV
m(z)) e Jx(qV m(x)).

. Serd que a expressao p(z) — (p(z) V ¢(z)) é valida? Justifique.

Numa certa interpretagao o dominio consiste nos individuos a, b e ¢, e existe um
predicado p de aridade 2 tal que p(x,z) é verdadeiro para todos os possiveis valores
de z, p(a,c) é verdadeiro e p(x,y) é falso para todos os outros casos em que x é
diferente de y. Determine o valor logico de

(a) p(a,;b)Ap(a,c)  (b) p(e,b)Vpla,e)  (¢) p(b,b)Ap(c,e)  (d) p(e,a) — p(e,¢)
Seja A a expressao (p(x) — q(y)) A ~q(y) A p(y)-

(a) Determine um modelo para A.

(b) Comente a seguinte afirmacao: “A expressao VzVyA é uma contradi¢ao.”

Mostre que (p(z) — q(y)) A (a(y) — r(2)) — (p(2) — q(z)) nao ¢ vélida.
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4 Foérmulas equivalentes

Duas fbf’s A e B dizem-se logicamente equivalentes se A < B for valida. Neste caso,

escrevemaos

A=B

Segue-se uma tabela com algumas equivaléncias béasicas.

Equivaléncias bésicas no célculo de predicados:

1.VzA=A se z nao for livre em A
2.dzA=A se x nao for livre em A
3. Vz A=VySjA se y nao for livre em A
4. dJx A=3JySjA se y nao for livre em A
5. Ve A= SFAAVz A para todo o termo ¢

6. IrA=SFfAVIr A para todo o termo ¢

7.Vx(AVB)=AVVzB se & nao for livre em A
8. Jx(AANB)=AAN3JxB se x nao for livre em A

9. Vx(AANB)=Vx AANVz B
10. 3x (AVB)=3xAv3izB
11. VaVy A = VyVx A

12. Jxdy A=dydz A

13. ~dz A=Vzr-A

14. -Vx A = 3Jxz-A

Vamos provar e comentar algumas das equivaléncias. A prova das restantes fica como

exercicio.
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1. Queremos mostrar que Vr A = A é uma tautologia. Como x nao ¢ livre em A, seja
qual for a interpretacdo que considerarmos, a veracidade de A é independente do z que
figura no quantificador Vz. Logo A é verdadeira se e s6 se Vx A o for, ou seja, Vx A e A
vao ter sempre o mesmo valor logico.

Exemplos de aplicagao da propriedade 1: Yz Jyp(y) = Jyp(y), Yz q(y,2) = q(y, 2).

Mas é claro que Va Iy r(z,y) # Jyr(z,y). (Porqueé?)

5. Dado um determinado universo, Vr A é verdadeira se e s6 se A é verdadeira para
toda a concretizacdo de x nesse universo. Entdo, em particular, A é verdadeira para
x = t. Como a conjuncao de duas proposigoes verdadeiras é verdadeira, conclui-se que
SFANVz A é verdadeira. Reciprocamente, se S AAVz A é verdadeira entao, por definigao
da conjungao, Vx A tem de ser verdadeira.

Exemplo: Vz3y s(x,y) = Jy s(z,y) A YTy s(z,y).

8. Se existe um elemento x do universo tal que A A B é verdadeira para esse x entao
A e B sao verdadeiras para esse x. Mas, como x nao ¢ livre em A, a veracidade de A
nao depende de x, logo A A dz B é também verdadeira. Reciprocamente, se A A Jx B é
verdadeira, temos que A é verdadeira independentemente de x e B é verdadeira para um
certo z, logo A A B é verdadeira para esse x e, portanto, verifica-se que 3z (A A B).

Exemplo: 3z (p(2) A q(z)) = p(2) A Jzq(x).

Mas 3z (p(x) A q(x)) # p(z) Az q(z).

As propriedades 13 e 14 sao as Leis de De Morgan para os quantificadores. A sua prova
fica também como exercicio. Notemos entretanto que, quando nos situamos num universo

finito U = {a1, as, ..., ay}, temos que:

- A fbf Vz p(x) representa uma conjuncao de proposigoes, pois se tem
Vzp(z) = plar) Ap(aa) A ... Aplan).
- A fbf 3z p(x) representa uma disjungao de proposigoes, verificando-se
Jzp(z) = p(a1) Vp(aa) V... V p(an) .
Aplicando as Leis de De Morgan (generalizadas) a cada um dos casos temos:
—Vaop(z) = =(p(ar) Aplaa) A ... Aplan)) = —p(ar) V —plaz) V ... V =p(an) = Fz —p(z)

~3zp(z) = 2(plar) Vplaz) V...V plan)) = —par) A =plaz) A ... A =plan) = Vo —p(z)
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Exercicios da Secgao 4

1. Use as equivaléncias logicas basicas estudadas na aula tedrica e as leis de comu-
tatividade do céalculo proposicional para provar as equivaléncias légicas seguintes.
Suponha que x nao ocorre livremente em A.

(a) (JzB)ANA=3x(BAA)
(b) (Vx ByANA=Vz(BAA)

2. Em cada um dos casos seguintes, mova todos os quantificadores para o inicio da
expressao de forma a obter uma expressao logicamente equivalente.

(a) Vazp(z) v Va(g(r) — p(z))
(b) Fzp(x) A Jz(g(z) A p(z)).

3. Suponha que f(x) representa “r encontra um erro”e que g representa “o erro do
programa pode ser corrigido”. Traduza

v (f(x) — q).

4. Suponha que P representa a expressao Jy r(y). Use as regras bésicas sobre equivaléncias
l6gicas estudadas na aula tedrica para mostrar que

Jz(PV q(z)) = 323y(q(z) V r(y)).
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5 Argumentos correctos

Consideremos os seguintes argumentos:

1. Todos os gatos tém garras.
2. Tom é um gato.

3. Tom tem garras.

1. Vz (g9(z) — r(x))
2. g(t)
3. r(t)

1. Toda a gente fala francés ou inglés.
2. A Joana nao fala inglés.

3. A Joana fala francés.

1. Vz (i(x) V f(z))
2. i)
3. £(5)

Ambos os argumentos estao correctos. Analisemos por exemplo o primeiro: Se Vz (g(z) —
r(x)) se verifica entdao g(x) — r(x) verifica-se para todo o z, em particular g(t) — r(t) é
verdadeira. Como g¢(t) se verifica, usando Modus Ponens concluimos ().

Tal como no céalculo proposicional, no célculo de predicados também escrevemos
Ay, Ay, ... A, E B

para afirmar que o argumento “ De Ay, As, ..., A, deduz-se B”é correcto, ou seja, que
A1 NAs A ... N A, — B évilida.
Exercicios da Sec¢ao 5

1. Averigue se cada um dos argumentos seguintes é ou nao correcto:

(a) Vep(z), Vo q(r) = Ve (p(z) Ag(r))
(b) Fzp(x) |=Vap(z)
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(¢) Fzp(x), Vo (p(z) — q(x)) = Vog()
2. Formalize os seguintes argumentos e diga se sao ou nao correctos.

(a) Ha aqui alguém que fala inglés e francés. Logo ha aqui alguém que fala inglés

e hé aqui alguém que fala francés.

(b) Todas as pessoas aqui presentes falam francés ou inglés. Logo todas as pessoas

aqui presentes falam francés ou todas falam inglés.

6 Sistema formal para o Calculo de Predicados

O sistema formal que vamos considerar para o calculo dos predicados é constituido por:

1. Simbolos:
AV, =, e, Y, 3
paréntesis (e )
variaveis x, y, z, ...
constantes

simbolos de predicado

2. Formulas bem formadas: como definido atras.

3. Regras de inferéncia

e Todas as da Tabela RI
e Regras de inferéncia para o quantificador universal

e Regras de inferéncia para o quantificador existencial

4. Teorema da Deducao

O sistema formal acabado de descrever é completo e correcto, ou seja, verifica-se
A1, Ag, ..., Ay, |E B se e s6 quando se verificar Ay, A, ..., A, = B. Dito doutro modo,
Ay ANAs A .. N A, — B é uma tautologia se e s6 se, dentro deste sistema formal, das

premissas Ai, Ao, ..., A, se deduz B.

Como mencionado, este sistema tem novas regras de inferéncia que respeitam aos quan-

tificadores. Vamos descrevé-las a seguir.
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Regras de inferéncia para os quantificadores universal e existencial

Eliminagao universal (EU)

A eliminacao do quantificador universal, abreviadamente Eliminacdao Universal, é uma
regra de inferéncia que estabelece que da premissa Vx A(z) se deduz que A(t) é verdadeira
para todo o elemento ¢ do universo de discurso. Abreviadamente:

Vz A
SyA

Por exemplo, de Vz p(z,y) deduz-se p(z,y), onde z representa um qualquer elemento do
universo. Também por EU, se infere p(x,y) de Vz p(z,y). Outro exemplo: De Vz Iy q(z,y)
deduz-se Jy q(x, y); mas atengao, de Vz Jy q(x, y) nao se pode inferir Jy q(y,y): é claro que
o = que torna ¢(z,y) verdadeira ndo tem de ser o préprio y.

Temos pois de respeitar algumas normas quando usamos a Eliminacao Universal,

nomeadamente:

De uma fbf da forma Va A, podemos inferir uma fbf aplicando S¥ a A, se ¢ for livre para
substituir z em A, i.e., se nao existirem ocorréncias x em A no escopo de algum

quantificador que limite t.

Por exemplo:
A varidvel x é sempre livre para substituir z em A(z).
Toda a constante é sempre livre para substiuir x em A(x).

Se y nao ocorre em A(x), y é livre para substiuir z em A(x).
Exemplos:

1. Demonstragao formal de Vx(h(z) — m(z)), h(s) F m(s):

1. Vz(h(z) — m(zx)) premissa

2. h(s) premissa

3. h(s) — m(s) 1. e EU (S7%)
4. m(s) 2.,3. e MP

Uma interpretacao:

1. Todos os humanos sao mortais.
2. Sécrates é um humano.
3. Sécrates é mortal.
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2. Demonstracao formal de

Ve(f(d,x) — s(z,d) Vr(z,d)), f(d,p), r(p,d) F s(p,d):

1. Va(f(d,z) — s(z,d) Vr(z,d)) premissa

2. f(d,p) premissa

3. —r(p,d) premissa

4. f(d,p) — s(p,d) V r(p,d) L. e EU(Sy)
5. s(p,d) Vr(p,d) 2., 4., e MP
6. s(p,d) 3., 5. eSD

(Exercicio: Arranje uma interpretagao para este caso.)

Eliminacao existencial (EE)

A eliminacdo do quantificador existencial, abreviadamente Eliminacdo FExistencial, é
uma regra de inferéncia que estabelece que da premissa 3z A(x) se deduz A(b), onde b é

uma nova constante na prova. Abreviadamente:

dz A
SpA

Exemplo: Vamos demonstrar que
Vz—p(z) F —3zp(z) .

Na demonstragao vamos usar prova por contradi¢Go que, como vimos atrds, consiste em

assumir as premissas juntamente com a negacao da tese chegando assim a uma contradigao.

1. Jzp(x) hipétese (por contradicao)
2. p(b) 1. e EE

3. Vx —p(x) premissa

4. —p(b) 3. e EU

5. p(b) A —p(b) 2.,4. e LC

6. F 5. (porque AN—-AF F)

Conclui-se Vx—p(z) F —3xp(z), de 1., 3. e 6., por contradigao.

Introdugdo universal (IU)
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A introducao do quantificador universal, abreviadamente Intro¢do Universal, é uma

regra de inferéncia que estabelece que da premissa de que A(t) é verificada para todo o

membro do universo do discurso se deduz Vo A(z). Abreviadamente:

SYA
Vz A

Esta regra de inferéncia s6 pode ser usada com limitacoes adequadas, nomeadamente:

De A deduz-se Vz A se x nao é varidvel pendente nem varidvel subescrita em A.

Antes de nos debrugarmos sobre os conceitos de varidvel pendente ou subescrita,

seguem-se dois exemplos de demonstragao formal onde é usada Introdugdo Universal.

Note-se que em todos os casos esta regra de inferéncia foi aplicada nas condigoes seguintes:

tem-se uma fbf A onde figura uma certa variavel w que representa qualquer membro do

universo de discurso e aplica-se o quantificador universal afectado por uma varidvel z a

S¥A.

Exemplos:

1. Demonstracao formal de Vz P(z), Vx(P(x) — Q(x)) F VzQ(x):

S Gtk WD =

VzP(x)

Va(P(z) — Q(z)
P(z)

P(z) — Q(z)
Q(z)

VzQ(z)

premissa
premissa

1., e EU(S%)
2. e EU(SY)
3., 4. e MP
5. eIU

2. Demonstragao formal de VaVyP(x,y) F YyVxP(x,y):

d.

=W

VaVyP(x,y)
VyP(x,y)
P(z,y)

Ve P(x,y)
VyVzP(x,y)

premissa

1. e EU(S?)
2. e EU(SY)
3. elU

4. e IU

De forma a compreender as restrigoes que se impoem na aplicacao da Introdugdo Uni-

versal, e que justificam as defini¢oes de varidavel pendente e variavel subescrita, considere-

mos alguns exemplos:

1) E claro que da premissa p(z) nio podemos deduzir Vz p(z). Na verdade é fcil ar-

ranjar uma interpretagao que torne p(x) verdadeira e Va p(x) falsa. Basta considerar
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4)

IN como universo, p(x) :=x € um primo diferente de dois. e atribuir a variavel livre

x o valor 3; entao p(3) é verdadeira mas Vx p(z) é falsa.

Suponhamos que temos a seguinte sequéncia de fbf’s:

1. p(x) premissa
2. Vz (p(x) — q(x)) premissa
3. p(x) — q(x) 2. eEU
4. q(z) 1.,3. e MP
Se aplicassemos a seguir o quantificador universal, acrescentando uma quinta linha
5. Vzg(x)

a prova formal ficaria incorrecta. Na verdade, adoptando a interpretacdo usada em
1) juntamente com ¢(x) := x é fmpar., vem que as premissas p(z) e Vz (p(z) — ¢(x))
sao verdadeiras mas Vz ¢(z) é obviamente falsa. (Justifique.)

Mais uma vez o problema decorreu do facto de x ser uma variavel livre numa pre-
missa, premissa essa que se usa em 3.
Seja a sequéncia de fbf’s

1. 3z p(x) premissa
3. p(x) 1. e EE

E evidente que de 3. nao podemos deduzir VY p(z), pois é facil arranjar um exemplo
de interpretagao que torne Jx p(x) verdadeira e Vz p(x) falsa.

Um outro exemplo envolvendo EE:

1. VzVyp(x,y) premissa
2. Vo 3y ((p(z,y) — q(z,v)) premissa
3. Yyp(z,y) 1. e EU
4. p(z,y) 3. e EU
5. Jy ((p(z,y) — q(z,y)) 2. e EU
6. p(z,y) — q(z,y) 5. e EE
7. q(x,y) 4., 6. e MP

Neste caso também nao podemos aplicar Introducao Universal a fbf de 7. Se o fizesse-

mos estarfamos a inferir Va ¢(x,y) das premissas Vo Vy p(z,y) e

Vz 3y ((p(z,y) — q(z,y)). Mas isso é incorrecto como se pode ver através da seguinte

interpretacao:

universo: IN
p(z,y) = +y>0
q(z,y) =2 <y
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De acordo com este quadro, temos que:

— As premissas sao verdadeiras. A premissa Vz Vyp(x,y) é verdadeira, visto que
significa que a soma de quaisquer dois niimeros naturais é maior ou igual a zero.
Quanto a veracidade da premissa Va Jy ((p(z,y) — ¢(x,y)): Para ela ser ver-
dadeira tem de Jy ((p(x,y) — q(x,y)) ser verdadeira para todo o natural z; isto
verifica-se pois, como ¢(z,z) é verdadeira para todo o x, conclui-se que, escol-
hendo, para cada natural z, y := x, a implicagao p(z,y) — q(z,y) fica verdadeira.

Mas
—Vz q(x,y), que significa que todo o natural x é¢ menor ou igual que um determinado

y, € obviamente falsa.

Nos exemplos anteriores aparecem varidveis pendentes e subescritas, de acordo com as

definicbes que se seguem.

Uma varidvel pendente define-se recursivamente do seguinte modo:
e Uma variavel z numa fbf A é uma varidvel pendente em A se x é livte em A e A é
uma premissa.

e Uma varidvel £ numa fbf A é uma varidvel pendente em A se A é inferida de uma

fbf na qual z é uma varidvel pendente.

Um exemplo:

1. p(z) premissa x é pendente
2. Y q(x) premissa
3. q(z) 2. e EU

4. p(x) A gq(x) 1., 3. e LC z é pendente

Nos exemplos 1) e 2) tinhamos também uma varidvel pendente que impedia a aplicagao
de IU. (Verifique.)

Uma varidvel subescrita define-se recursivamente do seguinte modo:

e Uma varidvel x numa fbf A diz-se uma varidvel subescrita em A se x é livre em A e

existe uma constante b em A que foi criada pela regra EE.

e Uma varidvel z numa fbf A é uma varidvel subescrita em A se A é inferida de uma
fbf na qual x é uma varidvel subescrita.

Exemplo:

1. Vz3y p(z,y) premissa

2. Jyp(x,y) 1. e EU

3. p(z,c) 2. e EE x é subescrita

4. p(x,c) Vq(z,y) 1., 3. e LAz é subescrita
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Nos exemplos 3) e 4) foi também a presenca de uma varidvel subescrita que nao permitiu

o uso de Introdugao Universal. (Verifique.)

Seguem-se mais dois exemplos de demonstragoes formais onde se faz uso de IU.
Exemplos:

1. Teorema: VxP(x) F YyP(y)

Prova:

1. VzP(x) premissa
2. P(y) L. e EU(Sy)
3. YyP(y) 2. elU

2. Um exemplo em que se usa o Teorema da Deducao:

Teorema: Vz(s(z) — p(z)) F Ve(-p(z) — —s(x))

Prova:
1. Vz(s(z) — p(x)) premissa
2. s(z) — p(x) 1. e EU(SY)
3. —p(x) hipétese
4. —s(x) 2.,3. eMT
5. —p(x) — —s(x) 3.,4.9eTD
6. Vr(—p(x) — —s(x)) 5. eIU

Introdugdo existencial (IE)

A introducao do quantificador existencial, abreviadamente Intro¢do Existencial, é uma
regra de inferéncia que estabelece que da premissa de que A(t) se verifica para algum
membro ¢ do universo de discurso se deduz Jx A(x). Abreviadamente:

SFA
dz A

Mais precisamente:

De S7 A infere-se 3z A se t for livre para substituir x em A, i.e., se ndo existirem ocorréncias

x em A no escopo de algum quantificador que limite ¢.

(Note-se que, por defini¢do, assumimos que todo o universo é nao vazio.)
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Exercicio: Dé um exemplo de aplicacao indevida de Introducao Existencial, justificando

com uma interpretacao adequada.

Exemplo: Demonstragao de Va(w(z) — r(z)), w(m) F Jzr(z):

1. Ve(w(z) — r(x)) premissa

2. w(m) — r(m) 1. e EU (S}%)
3. w(m) premissa

4. r(m) 2., 3. e MP
5. Jxr(x) 4. e IE

Exercicios da Secgao 6

1.

Dados P e Vx(P — Q(x)), construa uma demonstracao formal para Vz Q(x). Como

regras de inferéncia, use eliminagao universal, introducao universal e modus ponens.

Dados Vz—q(x) e Vz(p(x) — ¢(x)), dé uma demonstracao formal de Vz—p(x). Use
eliminacao universal, introducao universal e modus tollens como regras de inferéncia.

Faca uma demonstragao formal para mostrar que 3z3y a(z,y) implica logicamente
JyIzra(x,y). Use eliminacdo existencial e introdugao existencial como regras de

inferéncia.

Demonstre formalmente que Yz A(x) implica formalmente que JzA(x).

Suponha que f(z,y) denota o facto de x ser filho de y, e que p(x,y) denota o facto
de y ser um dos pais de x. Entao é claro que

Vavy(f(z,y) — p(z,y))

Faca uma demonstragao formal para mostrar que se Pedro é filho de Joana, entao
Joana é um dos pais de Pedro.

Se v(x,y) designa o facto de z e y viverem na mesma cidade, entao temos que
Vayz(o(e, y) Aoy, 2) — oz, 2))

Usando-o como uma das premissas, dé uma demonstracao formal de que se Pedro
vive na mesma cidade que Maria, e Maria vive na mesma cidade que Bruno, entao

Pedro vive na mesma cidade que Bruno.
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7 Regras para a igualdade

As interpretagoes de um predicado binério p(z,y) podem ser de varios tipos. Por exemplo,

p(z,y) = “x é filho de y”

p(z,y) =z >y

p(z,y) = “x e y pertencem & mesma espécie”
Claro que cada uma destas interpretacoes sé faz sentido num universo adequado. Assim a
primeira pode dizer respeito a um grupo de pessoas, a segunda a um conjunto de niimeros
e a terceira a um grupo de animais. Mas a atribuicao

p(z,y) = (z=1y)

tem sentido em qualquer universo que se considere. Dai o ser comum usar o predicado
bindrio da igualdade em fbf’s do célculo de predicados exactamente na forma x = y. Deste
modo, por exemplo, a expressao

Vo Iy (z =vy) (7.1)

é uma férmula bem formada. Outro exemplo de fbf contendo o predicado igualdade:
JyVz (z =y) (7.2)
Exercicio: Mostre que (7.1) é valida mas (7.2) o nao é. Sera (7.2) contraditéria?

Justifique.

A igualdade é um predicado com que lidamos amitde no dia a dia matemaético, e cujas
caracteristicas conhecemos bem. A seguir explicitam-se propriedades essenciais relativas a
igualdade.

Introducao da igualdade

(Qualquer coisa é igual a si prépria)

Lei da existéncia

(Os dominios interpretativos sdo sempre nao vazios)
Fdz(x=2)

Eliminagao da igualdade

(Coisas iguais tém as mesmas propriedades)

ty = ta, ¢(t1) = o(t2)
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Propriedades da igualdade

F Va(x = x) (reflexividade)
—t
FVaVy(z =y — y =1) (simetria) :
=s
e . r=s,s=t
FVaVyVz(r =y ANy=2z — x = 2) (transitividade) =
T =

Igualdade e unicidade

Enquanto o quantificador 3 significa “existe pelo menos um”, o simbolo 3* (ou 3!) usa-
se com o significado de “ Existe um e um s6”. Portanto 3'x refere-se nio sé & existéncia
de um r mas também a sua unicidade. Pode-se a questdo: Como traduzir em céalculo de
predicados (s6 com o uso dos quantificadores ¥V ou 3) uma afirmacio do tipo 3'x p(z)?
Déo-se a seguir duas formas de expressar 3'x p(z). Fica como exercicio a verificagio de
que elas estao correctas.

'z p(z) = Fz(p(x) AVy(ply) — (y = x))

Fap(z) = Jap(x) ANVaVy(p(z) Aply) — (z =y))

Exercicios da Secgao 7
1. Use as regras de inferéncia da igualdade para mostrar que

(@=y)A(y<z)—(z<2).

2. Considere e(z): x é um electricista, e seja j o representante de Joao. Expresse

simbolicamente “Jo&ao é o tnico electricista’ com e sem o simbolo 3.

3. Suponhamos que f(z) = y se x = y? e consideremos a seguinte “demonstracio
formal”
1.1=1 reflectividade da igualdade

2. 1= f(1) definicao de f
3. =1 = f(1) definicdo de f
4. 1=-1 transitividade da igualdade aplicada a 2. e 3.

Determine o erro.
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8 Exercicios

1. (a) Apresente uma interpretagdo para a qual a férmula bem formada p(t) A Vzq(z)

seja verdadeira e Vz(p(z) A ¢(x)) seja falsa.
(b) As duas férmulas da alinea anterior serdo logicamente equivalentes? Justifique.

(c) Atendendo as alineas anteriores, é evidente que nao se pode deduzir Va(p(x) A
q(z)) de p(t) e Yxgq(x). Descubra entao o(s) erro(s) da seguinte demonstragao

formal:
1. Vzq(z) premissa
2. q(t) 1eEU
3. p(t) premissa
4. p(t) Aq(t) 3,2eLC
5. Vz(p(z) ANg(x)) 4elU

(d) Faca uma demonstracao formal do teorema: Vip(t), Vag(z) - Va(p(z) A q(x)).

2. (a) Averigue se p A g e =(p — —q) s@o logicamente equivalentes.

(b) Apresente uma interpretagao que torne a férmula bem formada p(z) Ay q(y) —

Va p(zx) falsa.

(¢) Usando a alinea anterior que pode dizer sobre a afirmagao “p(xz) A Jyq(y) F
Vap(z)’?

3. Traduza logicamente as frases seguintes:

(a) “Para quaisquer dois niimeros reais = e y existe sempre um nimero real z tal
que x +z =1y.”
usando d(z,y, z) com o significado de “x + z = y”e considerando que R é o

universo.

(b) “Todos os portugueses falam portugués mas nem todos falam francés.”
usando n(x), p(z) e f(x) com o significado de, respectivamente, “x é portugués”,
“r fala portugués”e “x fala francés”, e considerando como universo todas as

pessoas.

4. Prove formalmente que das premissas Jz M(z), Vz (M(x) — JyC(z,y)) e
Vo ((Jy C(z,y)) — F(x)) se deduz que Jy F(y). Pode usar as regras de inferéncia
da Tabela RI e as eliminacoes e introdugoes universais e existenciais.

5. (a) Diga quando é que uma férmula bem formada de célculo de predicados se diz

valida.
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(b) Para cada uma das fbf’s seguintes, diga, justificando, se é ou nao vélida:

i. Vz (p(z) — p(x) A q(x))
ii. Vz (p(x) — p(x) V q(x))

6. (a) Verifique se a férmula bem formada (Vz3wp(z,w)) — (Vzp(z,¢)) ¢ ou nao
uma tautologia (i.e., se é vélida).

(b) Considere a seguinte sequéncia de fbf’s do calculo de predicados:

1. Vz3w p(z,w) premissa
2. Jwp(z,w) 1. e EU
3. p(z,c) 2. e EE
4. Vzp(z,c) 3. elU

Tendo em conta a resposta a alinea (a), podera esta sequéncia ser uma demon-
stragao formal correcta de que Vz3wp(z,w) F Vzp(z,¢)? Se ndo, indique as

incorreccgoes.

7. Seja P(z) a afirmagao “O estudante x fala japonés”e seja Q(y) a afirmagao “O curso
y tem um estudante que fala japonés”.

(a) Considerando para universo de discurso o conjunto de todos os estudantes dos
cursos de engenharia, traduza as frases seguintes em férmulas bem formadas de

célculo de predicados.
(al) H4 pelo menos um estudante que fala japonés.
(a2) Nenhum estudante fala japonés.
(b) Considerando para universo de discurso o conjunto de todos os cursos de en-

genharia, traduza as frases seguintes em formulas bem formadas de calculo de
predicados.

(b1) Todo o curso tem algum estudante que fala japoneés.

(b2) Existe pelo menos um curso onde nenhum estudante fala japonés.

8. Considere a proposicao e os predicados seguintes:

c: “Chove.” t: “E Outubro.” b: “E Abril.” f(x): “x fica em casa.”
p(x): “x vai a praia.” g(x,y): “z protege y.” m(x,y): “x é mae de y.”
Traduza logicamente as frases, considerando para universo do discurso todas as pes-

soas:
(i) “Se chove entao é Outubro ou Abril.”

(ii) “Se chove a Ana fica em casa.” (Pode representar “Ana”por “A”.)
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(iii) “Se na@o chove todos vao a praia.”

(iv) “Toda a mae protege os seus filhos.”

9. (a) Diga quando é que duas férmulas bem formadas do célculo de predicados se

dizem logicamente equivalentes.

(b) Apresente uma interpretagao para a qual a férmula bem formada p(t) A Vzq(z)
seja verdadeira e Vz(p(z) A ¢(x)) seja falsa.

(c¢) As duas férmulas da alinea anterior serao logicamente equivalentes? Justifique.

(d) Atendendo as alineas anteriores, é evidente que nao se pode deduzir Va(p(z) A

q(z)) de p(t) e Vxg(x). Descubra entao o(s) erro(s) da seguinte demonstragao

formal:
1. Vaq(z) premissa
2. q(t) leEU
3. p(t) premissa
4. p(t) A q(t) 3,2eLC
5. Vz(p(z) Ag(x)) 4elU

(e) Faga uma demonstracao formal do teorema: Vip(t), Vaq(z) - Vz(p(z) A q(x)).

10. Nas alineas seguintes consideram-se as férmulas bem formadas Vya(y) — Yy b(y) e

Vz(a(z) — b(z)).

(a) Dé um exemplo de um universo e significados para os predicados a(x) e b(x)
que tornem Vya(y) — Vyb(y) verdadeira e Vz(a(z) — b(z)) falsa. Justifique

sucintamente.

(b) Diga quando é que duas férmulas bem formadas se dizem logicamente equiva-
lentes. Conclua se Yy a(y) — Yy b(y) e Vz(a(z) — b(z)) s@o ou nao logicamente
equivalentes.

(c¢) Faga uma demonstracao formal de que Vz(a(z) — b(2)), Vya(y) F Yy b(y)

(d) Usando as alineas anteriores, averigue se é ou nao correcta cada uma das
afirmagoes:
(i) Yyaly) — Yybly) F Vz(a(z) — b(2)) (i) Vz(a(z) — b(2)) +
Yy aly) — Yy bly)

11. Indique o(s) erro(s) na seguinte “demonstracao formal’de que de Vz3y (p(z) —
q(z,y)) se deduz vz (p(z) — ¢(2,¢)):
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12.

1. Vz3y (p(z) — q(z,y))

2. y (p(z) — q(z,y))
3. p(z) - Q(Zac)
4. Yz (p(z) — q(z,¢))

premissa
1. e EU
2. e EE
3. elU

95

(a) Atribuindo ao predicado p(x, y) a interpretagao x+y = 0, apresente, justificando

convenientemente, um universo para o qual a fbf Va3yp(z,y)

i. seja verdadeira;

ii. seja falsa.

(b) Diga quando é que uma férmula bem formada do célculo de predicados se diz

contraditéria e averigue se a férmula bem formada (Vz3w p(z,w)) — (Vzp(z,¢))

é ou nao contraditéria.

(c) Indique o(s) erro(s) na seguinte “demonstragao formal”de que de Vz3w p(z, w)

se deduz Vz p(z, ¢):

1. Vz3w p(z,w)
2. Jwp(z,w)
3. p(z,¢)

4. Vzp(z,c)

premissa
1. e EU
2. e EE
3. elU



