Departamento de Matemética — Escola Superior de Tecnologia — Instituto Politécnico de Viseu
Complementos de Andlise Matemstica  Engenharia de Sistemas e Informatica
Exame - Parte I - 20/01/2006 Duracao: 2h 30m

Antes de iniciar a resolugao da prova leia atentamente todo o enunciado inclusivé os Dados
no final.

1. A temperatura de um determinado sélido é dada em cada ponto de coordenadas (z,y, 2),
relativamente a um referencial ortonormado, por h(z,y, 2) = = + yvz + 2°.
(a) Diga qual é o dominio de defini¢ao de h(z,y, ), Dp,.

(b) Verifique se o conjunto Dy, N {(z,y,2) € R®: 2? + y* + 2> < 2} € aberto, fechado,
limitado e compacto.

(c) Determine o vector gradiente no ponto (1,2,0).

(d) Determine a taxa de variagdo da temperatura no ponto (1,2, 0) direccionada segundo
o vector (—2,1,-1).

(e) Suponha que um ponto se desloca no sélido ao longo de uma curva de equagdes
paramétricas z = cos®(t), y = t, z = sin(t), onde t é a varidvel tempo. Mostre que
a taxa de variac@o da temperatura (em funcéo do tempo) ao longo da trajectéria do
ponto é dada por A'(t) = 1 — sin(2t).

h(z,y,z) se (z,y,2z) € Dy,
f) Estude a continiidade da funcdo g(z,y,z) = z? em
( cio g(z,y,2) Wmse (z,y,2) & Dy,
(0,0,0).

2. Determine trés niimeros nao negativos cuja soma é 100 e cujo produto é miximo.
3. Calcule f / / sin(y — x) — zcos(y) dV onde B é o sélido definido pelas condigoes:
B
02<1,0<y<z—2z e 0<z <22

4. Um tanque com o formato de uma esfera de raio 2m ¢é despejado. A altura da dgua no
tanque ao fim de ¢ segundos, designada por y(t), satisfaz a equagao diferencial

d
(4y — yz)}}% = —0.0001,/20y.

(a) Resolva a equagao diferencial, sabendo que inicialmente o tanque est4 cheio.

(b) Quanto tempo leva o tanque a esvaziar?

5. Encontre a transformada de Laplace de cada uma das seguintes funcoes:
(a) cos(t) U(t — m/2) (b) Lt §(r—1)e""dr
6. Prove que, sob condigbes adequadas, a transformada de Laplace satisfaz a propriedade
L{f'(#)} = sLLf (D)} — £(0)

V.S.F.F,



7. Relativamente ao sistema de equactes diferenciais

dr dy O
@ Ta T
dzx dy

AT, o 2 -
T + 7 +z 42y =0,

sujeito as condigoes iniciais
z(0) = -1, y(0) =1
determine a expressio de y(t).

1
1+ %

(a) Desenvolva em série de poténcias de x a funcio f(z), indicando o raio de convergéncia.
(b) Apresente o integral [ f(z)dz sob a forma de uma série numérica.

(c) Obtenha o valor do integral da alfnea anterior com um erro inferior a 10~2.

8. Considere a funcao f(z) =

+00
(d) Seja an, n =0,1,2,..., tal que a série da alinea (a) é da forma Z anz>". Indique,
=0
+00 .
justificando, a natureza da série Z (€™ + an(1.5)™).
n=0
9. Considere a fungio f representada na figura.
£(t)
2k
Eoen
i I |
e
135 t
2 2 3
(a) Determine o desenvolvimento em série de senos de f(#).
(b) Diga, justificando, o valor da série determinada em (a) nos pontos t = —% et=2.

Dados:

1) Série binomial: (14 z)% =302 (7]‘:) z™, onde (:‘) = ¥ (k). (k=n+l) parak € Relz| <1

nl
2) [z cos(az) dz = (cos(az) + azsin(az)) /o>
3) O desenvolvimento em série de Fourier de uma funciio f(t) de periodo T, caso exista, é dado por:
Ao+ 302 (Ancos 2278 4 B, sin 222t) onde Ao = % [ f(t)dt, An = 2 [i| F(t) cos 22t

e B, = %f[;rf(t)sin%dt para n > 1.,

2. 3. 4 b5 6. 7. 8 9.

L
Cotagho: 35 15 15 2 1 15 2 3 2 (Total1s)
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