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Ficha pratica n°1 - Célculo Diferencial em IR"

1. Para cada um dos seguintes subconjuntos de IR, IR? ¢ IR3, determine o interior, o fecho, a fronteira e o
derivado; diga se é aberto, fechado, limitado ou compacto:

(a) A=[-1,2] U {4} (b) B = {32 ,n € N}

(c) C={(z,y) : v >4} (d) D= {(z,y) -y < -2}

(e) E={(z,y) 1z =} () F={(z,y):x=0e2<y<4}

(8) G={(m,n) :m,n € N} (h) H ={(5, 7) : me N}

O I={%, 1) :mneN} G) J={(z,y,2) eR® : a? + >+ 22 =1, 2> 0}

2. Esboce o mapa de contornos (mapa das curvas de nivel) das fungoes seguintes para os valores —2, —1 0, 1, 2:

(a) f(z,y) =y (b) f(z,y) = 2* +y? (c) f(x,y):%

() flz,y) = 2 (e) fz,y) =2~y (f) f(z,y) = Vo Ty

3. Uma camada fina de metal, localizada no plano zy, tem temperatura 7'(z,y) no ponto (x,y). As curvas de
nivel sao chamadas isotérmicas porque todos os pontos de cada curva de nivel tém a mesma temperatura.
Esboce algumas isotérmicas sabendo que a fungéo temperatura é dada por

100
Tow = 1m e

. 4 1 A 1 V /V ~ . . .

4. Se V(x,y) é o potencial eléctrico de um ponto (z,y), as curvas de nivel de V' sdo as curvas equipotenciais,
porque todos os pontos da cada uma destas curvas tem o mesmo potencial eléctrico. Suponha que ¢ é uma
constante positiva e » = 1. Esboce algumas curvas equipotenciais de

C
Viz,y) = —= 5

r2—ax2—y
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5. Na figura seguinte estd representado um mapa de contorno de uma funcéo positiva definida em IR?. Utilize-
o e indique um valor aproximado para f(—3,3) e f(3,—2). Aparentemente, qual é o ponto com maior
inclinagao: f(0,3) ou f(3,0)? Porque?
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6. A figura seguinte mostra um mapa de contorno de uma funcao, sendo do interior para o exterior, k =1, k =
4, k=9, k =16. Faca um esboco do gréfico de f.

O\

&

7. Calcule os dominios das seguintes fungoes: (a) f(z,y) = zzyTyQ, (b) f(z,y) = 25, (o) fla,y,2) = 2+

z2—y2>

tanz + ysinz, (d) f(z,y,u,v,w) = wln(z — y) — zue’™.
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8. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

. 2 -2
a) lim
(z,9)—(0,0) 3 + zY

3_ .2 2,
(©) lim ¢ - Z—i— y2x Y
(z,y)—(0,0) =ty
2
() lim T

(@y)—(0,0) x*+y?

TYZ — T2

(2)

9. Seja D o dominio da fungao f definida por:

lim
(x,9,2)—(0,1,0) || + |y — 1| + |2|

zy—2x—y+2

b i
(b) (gc,y)lin(m) 224y 20 —4y+5

2ty
d) i - J
@ (2)—(0.0) T2 + 12

. rT+y—=2
f hm _—
® (z,9,2)—(0,0,0) 22—y

(h) lim rsin(z? 4+ y? + 2%)
(2.9.2)—(000)  *+y*+ 24

1

flw,y) = 2yv9 —a? —y? sin —

(a) Determine o interior, a fronteira, o fecho e o derivado de D e diga justificando, se D é aberto, fechado,

limitado ou compacto.

(b) Calcule, se existirem, os seguintes limites:

li .
im, S_ﬁ)f(x,y)
2 7 2

(i) ~lim - f(z,y)

(z,y)—(0,0)

10. (a) Mostre que nao existe

(b) Verifique que }}LI%) R

(@,y)—(0,0) 22 + y?

=0 e que lim

y—>01’2+y2 e

(¢) Comente os resultados das alineas anteriores.

11. Considere a fungao f(z,y) =

(a) Determine o dominio de f.

(b) Para a # 0, calcule:
(i) lim  f(z,y);

(z,y)—(a,a)

xy — y?
2 —xy

f(z,y); (iii)  lim  f(=z,y).

(z,y)—(0,a) (z,4)—(0,0)

(¢) Estude a continuidade da funcao g definida por:

9(z,y) = {

f(z,y)

X

z,y) € Dy

< (z,y)
< z=0Vy==x
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12. Diga, justificando, se as fung¢oes sao continuas nos pontos indicados:

Y g 2 — y? <0
= t .
(a) f(x,y) { 0 e (n.y) = (0,0) ' no ponto (0,0);
xy? sin % se y#0

(b) g(z,y) ={ 0

(¢) h(z,y,z) = warctan £, no ponto (1,1,1).

, nos pontos da forma (a,0);
se y=20

13. Determine os valores que pode ter o parametro r de forma que a funcao seguinte seja continua:

(zy2)"

Mo,z =4 Prpr2 © O A0
0 < (z,y,2) =0
14. Estude a continuidade das seguintes funcoes:
(a) f(z,y) = In(z +y - 1); (b) f(2,y) = 72z () f(z,y) = VoY=V

15. Determine o dominio de continuidade da fungao f dada por:

B se (w,y) # (0,0) T se a# -y
(a) f(z,y) = (b) flz,y) =
0 se  (z,y) =(0,0) 0 se x=-—y
0 se y#a? z24+9y% se a?+y2<1
(c) flz,y) = (d) f(z,y) =
1 se y=2a? -1 se 22+y2>1

s se (z,y) # (0,0)
16. Seja  f(z,y) =

0 se (x,y) = (0,0)

(a) Calcule, por definigao, as derivadas parciais 2—5(1,0), %(2, 1), %(0,0) e 2—5(0,0).

(b) Estude a continuidade da fun¢ao no ponto (0,0).

(c) Tendo em conta as alineas anteriores, comente a afirmacao “ Se uma fungao de duas varidveis tem
derivadas parciais num ponto entdo é continua nesse ponto.”

(d) Usando as alineas anteriores, comente a afirmagao “ A fungdo f nao pode ter ambas as derivadas
parciais continuas no ponto (0,0).”
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17. Determine as derivadas parciais das seguintes fungoes:
(a) f(z,y) = 22%9® —2y® + 3y + 1 (b) g(r,s) = Vr2 + s2 (c) h(z,y) = ze¥ +ysinz
(d) f(t,v) =In\/(t +v)/(t —v) (e) g(z,y) = wcos § (f) h(r,s,t) = r%e? cost

(g) h(g,v,w) = arcsin \/qu + sin(vw)  (h) g(z,y,2) = ve* —ye* +ze ¥ (i) f(z,y,2) = (y* + 2*)"

18

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Se w = 3x%y32 + 229?22 — yz, calcule Ways-

Se u = vsecrt, calcule Uy,

S i lenle — 2"
e w = sin ryz, calcule .
vz 020y0x
. . L Pf  9*f . . . , .
Uma funcao f diz-se harmdnica se 922 + 502 = 0. Mostre que as fungoes seguintes sao harmonicas:
T Yy

(a) f(z,y) =Iny/22 + y? (b) f(x,y) = cosxsinhy + sin x cosh y

Calcule o gradiente das seguintes funcgoes:

(a) f(u,w) = arctan % (b) f(z,y,2) = xyze™=.

Seja f : IR — IR uma funcao continua. Calcule o gradiente da funcao

x+y2+z2
9(x,y, 2) :/0 f(t)dt.

, . . . v ,0%
Em cada uma das alineas seguintes, mostre que v satisfaz a equag¢do da onda Yo a 922
x

(a) v = (sin kz)(sin akt) (b) v = (z — at)* + cos(z + at)

Por meio de diferenciais, obtenha uma aproximacio da variacio de f(z,y) = z2 — 323y + 4z — 2y + 6
quando (z,y) varia de (-2,3) a (-2.02, 3.01).

Use diferenciais para obter uma aproximacao da variacdo de f(z,y,2) = 2223 — 3y2z2 + 273 + 2y'/2z quando
(z,y,z) varia de (1,4,2) a (1.02, 3.97, 1.96).

Calcule aproximadamente, por meio de diferenciais, v/26.98+/36.04.
O interior de uma lata tem dimensoes de 3dm de diametro e 4dm de altura. Por meio de diferenciais, calcule

aproximadamente a quantidade de folha metalica necessaria para lata sabendo que a sua espessura é de é
0.015dm.
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29. A resisténcia total R de trés resistores R1, Ry e R3 ligados em paralelo, é dada por
11 N 1 N 1
R R, Ry R3’
Se as medidas obtidas de Ry, Ry e R3 sao 100, 200 e 400 ohms, respectivemente, com erro méaximo de 1%

em cada medida, obtenha uma aproximacao do erro maximo no valor calculado de R.

30. A temperatura T no ponto P(x,y, z) num sistema rectangular de coordenadas é dada por T = 8(2x2 + 4y? +
9z2)1/ 2. Utilizando diferenciais, obtenha uma aproximacao da diferenca de temperatura entre os pontos
(6,3,2) e (6.1, 3.3, 1.98).

31. Use a regra da cadeia para calcular:

(a) 2L e %_Zondew:uzsinv,u:x3—2y2,U=$92§

(b) 22 e 2 onde w = VuZ + 02, u=re™, v =8>+

(c) %eg_zeondez:r3+s+v2,r:mey,s:yex,U=$2y;
(d) %,%e%OndeT:IE‘COS:U,-T:u2_Utay:U2_Ut;

3 3 1

(e) ¥ onde w ==z — Y, T =Y = g5y

dt
() % onde w = r? — stanw, r = sin®t, s = cost, v = 4t.

32. Uma fungao f de duas varidveis diz-se homogénea de grau n se f(tz,ty) = t" f(x,y) para todo o t tal que
(tz,ty) esteja no dominio de f. Mostre que, para tais funcoes, z f4(z,y) + yfy(z,y) = nf(z,y).
33. Se f é diferencidvel e z = y + f(22 — y?), mostre que

0 0 _
Y or xay—an.

34. Sendo w = f(z,y), em que x = rcosf e y = rsinf, mostre que
ow\?, (Dw\'_(ow)' 1 (0w’
Ox oy )  \or r2\ o0 )

35. Sejav = f(x—at)+g(x+at), em que f e g tém derivadas parciais de segunda ordem. Mostre que v satisfaz

a equacao da onda
0% 5 0%
— =0 .
ot? ox?
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36. Se f é diferencidvel e z = f(z,y), com © = s+t e y = s — t, mostre que
0:\! _(0:\' _o0: 0
Ox dy)  9s ot
37. Mostre que a funcao f definida por

Flot) = % i, teR\{0)

satisfaz a equacdo de difusdo: fi = kfzs .
38. Determine a derivada direccional de f em P na direccao indicada:

:x2—5$y+3y2, P = (37_1)7 V:i+j’
= arctan £, P = (4, —4), v = 2i — 3j;
=+/922 —4y?2 -1, P=(3,-2), v=1i+5j;
= zcos’y, P = (2, ), v=(5,1);

z,y,2) = 2y?2%, P=(2,-1,4), v=1i+2j — 3k;

39. Uma chapa de metal estd situada no plano xy de modo que a temperatura 7" em (z,y) seja inversamente
proporcional & distancia da origem e a temperatura em P = (3,4) é 100°F.

(a) Determine a taxa de variagdo de T' em P na direcgao do vector i+ j.
(b) Em que direcgao T' aumenta mais rapidamente em P?

(¢) Em que direcgao a taxa de variacao é nula?

40. O poténcial eléctrico em (x,vy,2) é V = 22 + 4y? + 922
(a) Determine a taxa de variacdo de V em P = (2,—1,3) na direccao de P para a origem.
(b) Ache a direcgao que produz a taxa méxima de variagdo de V em P.

(c) Qual é a taxa méxima de variagdo em P?
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41. A forca num campo elétrico é dada por

hz,y,z) = Va2 +y? + 22
e P é o ponto de coordenadas (2,1, 3).

(a) Determine o gradiente da funcgao h.

(b) Calcule a taxa de variagdo de h no ponto P na direc¢ao do vector u = (1,2, —1).
)
)

(c

(d) Suponha que z, y e z sdo funcoes do tempo t dadas por x = cost, y =sint e z =t e considere h como

t
VI+e2

Em que direccao, a partir de P, h aumenta mais rapidamente?

uma funcao de t. Mostre que h/(t) =

42. Em cada uma das alineas seguintes determine as equagoes do plano tangente e da normal ao grafico da
equacao dada no ponto P indicado.

(a) 422 — y? + 322 = 10; P(2,-3,1) (b) z = 42% + 9y?; P(-2,—1,25)
(¢) 2y + 2yz — 222 + 10 = 0; P(—5,5,1) (d) z=2e*cosy; P(0,7/3,1)

43. Determine os pontos do hiperboldide z? — 2y?> — 422 = 16 em que o plano tangente é paralelo ao plano
dor — 2y +4z = 5.

44. Em cada uma das alineas seguintes, determine os extremos locais da funcao f.
(a) f(z,y) = 2% +2zy +3y>  (b) fla,y) =2’y —ay® —a® —y® —ay
(¢) fz,y) =2’ +3zy —y®  (d) fla,y) =2° +4y° — 2 +2y
(e) f(z,y) = e®siny (f) f(z,y) =sinz +siny +sin(x +y); 0 <x <27, 0<y <27

45. Determine a menor distancia do ponto P(2,1,—1) ao plano 4z — 3y + z = 5.

46. Determine trés nimeros reais positivos cuja soma seja 1 000 e cujo produto seja maximo.
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