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Ficha pratica n°3 - Equacoes Diferenciais

1. Determine as equagoes diferenciais das seguintes familias de linhas:

(a) y =cx (b) y = ca’
(c)y = c1e® + ¢ (d) y = c1€*® + cpe™*
(e) 2?2 +1y?>=c%¢c>0 ) 22 +y*=cy

2. Mostre que y

= ae” 2 4+ be® 4 ce3® é o integral geral da equacio diferencial y"” — 2y — 5y’ + 6y = 0

onde a,b e ¢ sao constantes arbitrarias.

3. Verifique que y

= sin x — 1 + Ce %™ % ¢ a solucdo geral da equacio diferencial v’ + y cos z = %Sin 2z,

onde C' é uma constante arbitraria.

4. Determine uma solugao particular satisfazendo as condigOes iniciais dadas:

(a) ¥ =y;9(0)=3; (b)y" =e%y(1)=14y'(1) =0.

5. Determine m de tal forma que y = €™ seja o integral geral da equacao y” — 9y = 0.

6. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:

(a) zdy — ydz =0 () (1+y?)dz + (1 +22)dy =0
(c) 2ydz + (zy + 5x)dy = 0 ()y—$—1+:ny y

(e) e**dy — e?* Ydy =0 ) y1+23)y +2*1+y*) =0
(g) ztany — y'secx =0 (h) e¥sinzdz — cos? zdy = 0

7. Determine a solugao particular da equacao diferencial que satisfaz as condigoes iniciais dadas.
(a) 2% =3y —y;2=3,y=1 (b) zdy — 2z +1)e ¥de =0,z =1,y =2
(¢) (zy + z)dx + V4 + 22dy = 0; y(0) = 1 (d) cotzdy — (1 +y?)dz =02 =0,y =1

8. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:

(a) (23: +y)dz + (2y + x)dy =0 (b) (1 — 22y + 322%y?)dx = (2 + 3y? — 223y)dy
(c) (z%cosy +4y)y' + 2rsiny = —5 (d) e®¥(zy + 1)dz + (2% 4 2y)dy = 0
(e) (sin?6 + 2r cos 0)dr + r(sin 20 — rsin 0)df (f) (e7*cosy — 2z)dx + e *sinydy = 0
(g) (x —yz ' +Iny)+ (zy~ ' —Inz)y =0 (h) ycosxdr + (sinx — siny)dy = 0
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Determine a solucao particular da equacao diferencial que satisfaz as condigoes iniciais dadas.
(a) (2zy> + 8z)dx + (3z%y* + 5)dy = 0; y = —1 para z = 2

€T y X
(b) <y62 1o 4y2> dy + (y*e** —1)dz = 0; y(0) = 1/2

(¢) (xcosz +sinx +y)dr + (siny + z)dy = 0; y(7/6) = 7/2

Resolva as equagoes diferenciais seguintes:
(a) (x + 3y)dz + zdy =0 (b) (ysm Y1 zcos g) dx — xsin = dy =0
(c) (2% + y*)dx — 22dy =0 (d) ¢ = xg/(élm — 32%y) !
(y+ V22 — y?)da = zdy () (z + y)dz = (x — y)dy
Resolva as equagoes diferenciais seguintes mediante a substituicao = = vy.
(a) 2zydr + (y* —22)dy =0  (b) y?’dr+z(z —y)dy=0  (c) 3ydx + (z + 2y)dy =0

Mostre que cada uma das equacoes diferenciais seguintes é simultaneamente homogénea e exacta e resolva-as.

(a) (x + 3y)dz + (3z — 2y)dy =0 (b) (22 + y?)dx + 2xydy = 0

Determine a solugao geral de cada uma das seguintes equagoes diferenciais.

(a) y' +2y = e** (b) 2y’ — 3y = a°

(c)ay +y+z=e (d) 22dy + (2xy — e%)dz = 0

(e) ¥ +ycotx = 4x?cscx (f) (ysinx — 2)dx + cosxdy = 0

(g) (z%cosz + y)dr — xdy =0 (h) zy’ + (2 + 32)y = ze™3°
(l)wy—y—xy (i) 2zy — a*y?)dx + (1 + 2%)dy = 0
(k) =%/ +2y =3 (1) tanzdy + (y — sinz)dz =0

Nos exercicios seguintes determine a solucao particular da equacao diferencial que satisfaz as condigoes
iniciais indicadas.

@) ay —y=2+a;y(1) =2  (b)ay +yt+ay=e"y(l)=0

() ¢ + 22y —e ™ =5 y(0) = 1

Resolva as seguintes equacoes de Bernoulli:

(a) £+ 1y = vy’ (b) 2y +y =
(c) % =y(ay® - 1) (d) 2%y +y? = 2y
A equacao
dQ  Q
R_ v
@ T

descreve a carga () em um condensador de capacidade C' durante um processo de carga envolvendo uma
resisténcia R e uma forca electromotriz E. Se a carga é 0 quando ¢t = 0, expresse () como funcao de t.
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17.

18.

19.

20.

21.

Um circuito eléctrico simples consiste numa resisténcia R e num indutor L ligados em série, conforme
ilustracao esquematica na Figura 1, onde E é uma forga electromotriz constante. Fechando-se o interruptor
S em t = 0, decorre das leis da electricidade que, para t > 0, a corrente i verifica a equacao diferencial

di
L—  =F.
dt+Rz

Expresse ¢ como fungao de t.

R

AAA,
0O, :
—4’8

Resolva o problema anterior no caso de a forga electromotriz ser dada por Esinwt, E e w constantes.

. di i dE N - . NP
A equagéo RE + c - a descreve um circuito eléctrico consistindo numa resisténcia R e num condensador

C em série. Expresse ¢ em funcao de ¢t se ¢t = ig quando t =0 e

(a) E é uma constante;

(b) E = Esinwt, com E e w constantes.

Uma bateria de 12 voltes estd ligada a um circuito no qual a auto-inducao é 1/2 henry e a resisténcia é 10
ohms. Portanto, a corrente i satisfaz a equacao
1di

—— +10: =12.
2dt+ 02

Determine a corrente i se a corrente inicial for zero.

A velocidade do movimento vertical de um objecto lancado da superficie terrestre é dada por v(z) onde x é,
em cada instante ¢, a distancia do objecto a superficie terrestre. Sabe-se que v satisfaz a equacao diferencial

seguinte
dv GM

— = -

dr  (x+ R)?

onde G é a constante gravitacional e M e R sao a massa e o raio da terra, respectivamente. Sabendo que
no instante inicial a velocidade é V', determine v em funcao de x.
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22.

23.

24.

25.

26.

Sabe-se que uma determinada populacao aumenta proporcionalmente ao nimero de individuos num deter-
minado momento, isto é, i kEP(t), em que P(t) é o nimero de individuos existentes no instante ¢ e k é

a constante de proporcionalidade.
Suponha que a populacao duplicou no espaco de 5 anos e determine ao fim de quantos anos a populacao
serd o triplo da inicial. E o quadruplo?

Suponha que tem, no instante ¢ = 0, 100mg de um material radioactivo e que este comeca a desintegrar-se.
Ao fim de 6 horas a massa diminuiu 3mg. Sabendo que a taxa de desintegracao é, em cada momento,
proporcional & massa nesse instante, determine que massa restard ao fim de 24 horas. E qual o tempo
necessario para a massa ser menor que lmg?

Lei de Newton do arrefecimento/aquecimento dos corpos - De acordo com esta lei, a taxa de variacao de
temperatura de um corpo varia proporcionalmente com a diferenca entre a temperatura desse corpo e a do
meio que o envolve, que designamos por temperatura ambiente. Se representarmos por 7'(t) a temperatura
do corpo no instante ¢ e por 7T, a temperatura ambiente entao este fendmeno obedece & equacao diferencial

dT’
— =k(Tt) —Tpn) ,

= (1)~ Ty)

onde k é uma constante de proporcionalidade.

Suponha que um termdémetro marca a temperatura ambiente num determinado espaco e que o transporta
para outro, onde a temperatura é de 5°. Passado 1min, o termdémetro marca 55° e passados bmin marca

20°. Qual era a temperatura do espaco de onde foi retirado o termémetro?

Um recipiente esta parcialmente cheio com 100lts de uma solucao onde estao dissolvidos 5Kgs de sal. No
instante t = 0, sdo abertas duas torneiras: uma delas introduz 6lts/min de liquido no recipiente contendo
250 gramas de sal por litro e a outra, aberta no fundo do recipiente, retira 6lts/min de liquido. Suponha
que em cada momento, todo o sal estd uniformemente distribuido pelo liquido. A quantidade de sal, A(¢),
presente na solucao satisfaz a equagao diferencial % =T, —Ts, onde T, é a quantidade de sal (por minuto)
que entra e Ts é a quantidade de sal que sai (por minuto).

(a) determine T em cada instante ¢;

(b) determine a quantidade de sal contida no tanque ao fim de 30min.

No instante ¢ = 0 um aviao estd na posicdo B(1000,0) iniciando uma viagem para ir aterrar no aeroporto
A. A localizacaodo aviao é dada em cada instante ¢ = 0 pelo par (z(t),y(t)). Considerando y como funcao
de x, o movimento do avido é modelado pela seguinte equacao diferencial, onde w e b sdo constantes:

brdy = (by —wy/x? + y2) dx.

Determine y em funcao de z.
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27. Resolva as equacoes diferenciais sujeitas as condigoes iniciais indicadas.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

(a) 2%y —2zy =3y" y(1) =5 (b) ay(l+ay?)E =1, y(1) =0

Resolva as equacoes diferenciais seguintes, usando a técnica que achar conveniente:
(a) (22 —yz?)y =y (y funcio de z) (b) vt — k =0 (v funcdo de ¢, k const.)
(c) 2y +y(1 —y=3) =0 (y funcio de z) (d) 53% + % = s (Q fungao de s)

(e) (x tan 4y cot 7)dx = x cot Ldy (y fungao de x)

xT

Sabendo que y = c1e” 4 coe™* (onde ¢; e co representam constantes) é a solugao geral da equagao y” —y =0

em todo o IR,
(a) determine a solucdo particular que satisfaz as condigoes iniciais y(0) = 0, y’(0) = 1;

(b) determine uma solugao particular que satisfaca as condigoes de fronteira y(0) = 0, y(1) = 1.

Sabendo que y = cie” cosx + coe” sinx (onde ¢1 e co representam constantes) é a solucao geral da equagao
y" — 2y’ + 2y = 0 em todo o IR, determine se existe algumaf(s) solucao (des) que satisfagam as condigoes:

(a) y(0) =1, 4'(0) =0 (b) y(0) =1, y(7) = —1
(c) y(0) =1, y(n/2) = 1 (d) y(0) =0, y(m) =0

Sabendo que y = ¢1 cos Az + ¢ sin Az (onde ¢1 e co representam constantes) é a solucao geral da equagao
y" + X%y = 0, determine os valores de \ para os quais o problema de valores de fronteira

Y+ Xy =0, y(0)=0, y(r)=0
tem solucoes nao triviais.

Em cada uma das alineas seguintes, determine se as fung¢oes sao ou nao linearmente independentes em IR.

(a) fi(z) ==, fox) =22, fa(z) = 4o — 32°
(b) fi(x) =5, fo(x) = cos’z, fa(z) =sin’z
(c) filz) ==, folw) =21, f3(x) =2 +3
(d) fi(z) =14z, folx) =z, f3(z) = 2?

Em cada uma das alineas seguintes mostre que as funcoes dadas s@o linearmente independentes no intervalo
indicado, usando o Wronskiano.

(a) /2, 2%, —co <z < 00 (b) €%, e, e**; —0o <z < 00
Verifique que para as fungoes fi(z) =2 e fao(x) = €

1+ f1(0) =2 f2(0) = 0.

Serd que podemos concluir que fi e fo s@o linearmente dependentes em qualquer intervalo que contenha
x =07
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35. Em cada uma das alineas seguintes, mostre que as funcoes dadas formam um conjunto fundamental de
solucoes da equagao diferencial no intervalo indicado. Indique a solugao geral.

(a) ¥/ —y =12y =0; e73% ¢
(b) ¥

(©) a%’

(d) x?’y”/ _ 6w2y//

+4xy — 4y =0; x, 2~

o0 <x< o0

" — 2y + 5y = 0; e® cos 2x, ¥ sin2x, —0o < T < 00

—6xy + 12y =0; 23, 2%, 0 <z < o0

2 27%2Inz, 0 <z < 00

36. Determine as solucoes gerais das equagoes diferenciais dadas.

(a) 3y" —y' =0 (b) y" = 16y
(c) y’;+9y=0 (d)y" =3y +2y=0
d d
(e) d—ag+8£+16y20 (f) ¥’ + 3y =5y
(g) 12y" — 5y =2y (h) y" — 4y’ +5y =0
(i) 3y" +2y' +y=0 () ¥ — 4y" =5y
k) y" =y D y" —=5y" + 3y +9y =0
(m) y" +y" =2y m) " +3y" +3y' +y =0
dly &Py Py dy d%y
d’y dy d®y dy d3y >y dy _
e R ) s T 0t 2 W0zt gy T =0

(a) y" +16y =0, y(0) = 2, y/'(0) = —2
(b) y" + 6y + 5y =0, y(0) =0, y'(0) =3
(c) 2y" —2y' +y=0,9(0)=-1,4(0) =0
(d) ¥"+y +2y=0,490)=y(0)=0
() ¥ =3y +2y=0,y9(1)=0,y(1) =1
(f) y" +12y" +36y" = 0, y(0) =0, y'(0) =1, y"(0) = =7
(g) ¥ =8y =0,4(0)=0,4'(0) = -1, y"(0) =0
(h) y —3y" +3y" —y =0, y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = y""(0) = 1
38. As raizes da equacdo auxiliar de uma equacgao diferencial linear homogénea séo mq1 = 4, mo = msg = —5.

Qual é a equacao diferencial?

39. Em cada uma das alineas seguintes, determine uma equacao diferencial linear de coeficientes constantes que

tenha as solugoes dadas.

(a) 4e5% 3732 (b) 3, 2z, —e™
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40. Resolva as equagoes diferenciais seguintes.
(a) y" — 9y = 54 (

() y' +4y +4y =22 +6 (

(e) y" —y — 12y = (

(g) v + 25y = 6sinzx (

() y' —y=a%*+5 §) y”—2y’+5y:ewsinx

( D)y +y +y==xsinzx

( m)y" —3y"+3y —y=e€e"—2+16

( (p)lﬁy()—yze/2

41. Resolva as equacoes diferenciais seguintes sujeitas as condicoes iniciais dadas.

(a) y" — 64y =16; y(0) =1, y'(0) =0

(b) y "y =2 9(0)=1,4(0)=0

(c) y" =5y =z —2;9(0) =0, y'(0) =2

(d) y" + 5y — 6y = 10e**; y(0) =1, y'(0) = 1

(e) y” +y =8cos2x — 4sinz; y(n/2) = -1, y/'(7/2) =0

(f) " — 4y’ +8y = 2% y(0) =2, ¥'(0) =4

42. Observe a figura seguinte. Na posicao de equilibrio, o peso W = mg do corpo é compensado com a forca da
mola. A condicao de equilibrio é dada por mg = ks, onde m representa a massa do corpo, g a aceleracao da
gravidade 9.8m/seg? e s a distancia do ponto de equilibrio ao ponto inicial, quando a mola est4 em repouso.

Posigiio de

equilibrio

Figura 1: Sistema “mola-massa”.

Este sistema “mola-massa”estd livre de forgas exteriores (& excepgao da gravidade) e obedece a equagao
diferencial
d’x

_ 2 _ k
) + wlr = 0, onde w =

Suponha que prende um corpo com um peso de 12kg a extremidade solta de uma mola e que esta es-
tica 10cm. Determine a equagao do movimento se o corpo for libertado, com velocidade nula, 6cm acima do
ponto de equilibrio.
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