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Decomposicao de fragoes racionais em fragoes parciais

Seja
o) )

q(x)

uma fragdo com p(z) e ¢(x) polindmios tais que grau(p(z)) <grau(q(z)). Seja
q(z) = K(z — a1)™ (z — a2)*®...(x — a,) " (2% + b1z + 1) (22 + boz 4 ¢2)™2 .. (2% + bex + ¢5)%

a decomposicao de ¢(x) em factores indecomponiveis, do primeiro grau, (z —ag), k =1,2,...,7, e
do segundo grau, (z% + byx +cx), k = 1,2,..., s (Claro que os factores indecomponiveis do 29 grau
s6 podem aparecer no caso de os polinémios serem de coeficientes e varidvel x reais; nesse caso, 0s
polinémios z2 + brx + ¢ ndo tém rafzes reais).
.~ p\x ~ .. .
Nestas condigoes, Q pode decompor-se numa soma de fracgbes parciais do seguinte modo:

q(z)

e A cada factor (x — aj)**, corresponde uma soma da forma

Al + A2 5 4o 4 Aakfl — Aak
x—ar (r—ag) (x — ag)>* (z — ag)**
onde Ay, A, ..., A,, s@o constantes.

e A cada factor indecomponivel (22 + byx + ¢ )?*, corresponde uma soma da forma

Bix + C4 Box + Oy o Blgk,1$+c,3k,1 B,@kx-‘ngk
2+ bpr+cp (22 + bpw + cp)? (2 + bpx + )Pt (22 + bz + i) P*

onde By, By, ..., Bg,, Ci, Cy, ..., Cg, sao constantes.

Para determinar as constantes A, As, ..., Aq,, B1, B2, ..., Bg,, C1, Ca, ..., Cg,, podem usar-
se varias técnicas de cdlculo, algumas delas ilustradas a seguir:

12. Um exemplo do método dos coeficientes indeterminados:

Para decompor a fracgao
2z

x4+ 223+ 2224+ 22 +1"

que tem o grau do numerador inferior ao do denominador, comega-se por decompor o denominador
em factores indecomponiveis. Tem-se

vt 20 20t 20 1= (w+ 1322+ 1)
Por conseguinte, existem constantes Ay, As, By, C; tais que

2x B Al . A2 le-i-Cl
ch 42203+ 222+ 20 +1 x+1  (z+1)2 241

(2)

Reduzindo o segundo membro desta igualdade ao mesmo denominador, concluimos que tem de se
verificar a igualdade

20 = Ay (z + 1) (22 + 1) + Ag(2® + 1) + (Biz + Cp)(x + 1)2. (3)



Como dois polinémios sao iguais se e s6 se tiverem os coeficientes dos monémios do mesmo grau
iguais, vem:

!E3 : 0:A1+Bl

1‘2 : 0:A1+A2+2Bl+01
X : 2:A1—|—Bl—|—201

20 0=A1+A+C4

Resolvendo este sistema de quatro equagoes nas incognitas A;, Az, By e C1, vem
A1:0, A2:—1, 31:0 e C1:1

22. Um outro processo de obter os valores de A1, As, By e C1, é usar a substituicdo de x por
valores na igualdade (3), escolhidos de forma a simplificar as contas. Sempre que temos um factor
da forma (z — a) é vantajoso usar a substituicdo x = a. A seguir ilustra-se este processo para o
exemplo acima:

r=-1 : —2=24,

x=0 : 0=A;+A4,+C,

r=1 : 2:4A1+2A2+4(Bl+01)
r=-2 —4 = —5A1+5A2+(—2Bl+01)

A partir deste sistema rapidamente se chega aos valores das constantes Ay, As, By e C1.

32. Se ﬁ é uma das fracgoes simples que fazem parte da decomposigao de (1), que
T—a

corresponde a uma raiz a do denominador de multiplicidade m(> r), a constante D pode ser

obtida pela férmula
1 am-r p(x)
D= - = o ym P\
e e (0"

A_<1—11)!5;1—11<<x+2)<x+2)<$—1>3> v=-2 o

b= s (00 Graty) o -~ (753) . “n
0:(:))_12)!%((%—1)3W> . :ccllsc<mj-2> . :_é

pe ot () = ()

Portanto, (“2)(:6_1)3:;11227 = (x_i/19)2+(x1—/?)1)3



