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==Enunciado==

Antes de iniciar a resolução da prova leia atentamente todo o enunciado inclusivé os Dados apre-
sentados no fim.

1. Determine a convolução das funções eat e ebt e obtenha a transformada de Laplace dessa convolução.

2. (a) Mostre que se h(t) é uma função seccionalmente cont́ınua e periódica, de peŕıodo T , que admite
transformada de Laplace, então

L{h(t)} =
1

1− e−sT

∫ T

0

e−sth(t) dt.

(b) Use o resultado da aĺınea (a) para mostrar que a transformada de Laplace da onda quadrada
q(t), que é uma função periódica de peŕıodo T = a tal que q(t) = 1 para 0 < t < a/2 e q(t) = −1

para a/2 < t < a, é
(1− e−as/2)2

s(1− e−as)
.

3.

Na figura um corpo de massa m está ligado a uma corda elástica com
constante de elasticidade k e a um amortecedor que resiste ao movimento
do corpo com uma força numericamente igual a c vezes a velocidade do
movimento. A força externa aplicada é dada por f(t) e o deslocamento
do corpo da sua posição de equiĺıbrio por x. Uma equação diferencial do
movimento pode ser escrita na forma

-x

∧∨∨∧∨ -f(t)k

c

¡
¡

¡
m

¡
¡

¡

¡
¡
¡

d2x

dt2
+ 2α

dx

dt
+ (α2 + β2)x =

1

m
f(t) ,

com
k

m
= ω2

0, α =
c

2m
, β =

√
ω2

0 − α2.

Assumindo que a massa está inicialmente em repouso na sua posição de equiĺıbrio, e que nela actua
uma força externa constante f0, determine a expressão do movimento, considerando β como um
número real positivo.

4. (a) Desenvolva 3
√

1− x em série de potências de x, indicando o raio de convergência da série.

Apresente os coeficientes dos termos de ordem 2 e 3 sob a forma de fracção de inteiros.

(b) Desenvolva a função g(t) = sin t, t ∈ [0, π] em série de cossenos.

(c) Supondo que
+∞∑
n=0

cnxn é a série obtida na aĺınea (a) e que d0 +
+∞∑
n=1

dn cos(nt) é a série obtida na

aĺınea (b), diga, justificando, qual a natureza das séries seguintes, e, em caso de convergência,
indique a respectiva soma:

(i)
+∞∑
n=1

(cn2n + dn cos n);

(ii)
+∞∑
n=1

dn cos
nπ

4
.
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Dados

1) Série binomial: (1 + x)k =
∞∑

n=0

(
k
n

)
xn, onde

(
k
n

)
= k(k−1)(k−2)...(k−n+1)

n! , para k ∈ R e |x| < 1;

2) O desenvolvimento em série de Fourier de uma função f(t) de peŕıodo T , caso exista, é dado por:

A0 +
+∞∑

n=1

(
An cos

2nπt

T
+ Bn sin

2nπt

T

)
,

onde

A0 =
1
T

∫ T

0
f(t)dt, An =

2
T

∫ T

0
f(t) cos

2nπt

T
dt

e

Bn =
2
T

∫ T

0
f(t) sin

2nπt

T
dt para n ≥ 1;

3)
∫

sin(ax) cos(bx) dx = −cos((a + b)t)
2(a + b)

− cos((a− b)t)
2(a− b)

, para |a| 6= |b|.

Cotação

1. 2. 3. 4.
1.5 2.5 5 7

=========================================================

==Resolução==

1. Determinação da convolução de eat e ebt:

eat ∗ ebt =
∫ t
0 eaτeb(t−τ) dτ

=
∫ t
0 ebt+(a−b)τ dτ

= ebt
∫ t
0 e(a−b)τ dτ

=

{
ebt

[
e(a−b)τ

a−b

]t

0
, se a 6= b

ebtt se a = b

=





ebt e(a−b)t − 1
a− b

, se a 6= b

ebtt se a = b
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A convolução de eat e ebt é a função dada pela expressão ebt e(a−b)t − 1
a− b

, t ≥ 0, se a 6= b, e é a função dada

pela expressão ebtt, t ≥ 0, se a = b.

Cálculo da transformada de Laplace dessa convolução:

L{eat ∗ ebt} = L{eat}L{ebt}
= 1

(s−a)(s−b) (usando a Tabela das Transformadas de Laplace).

2. (a)

L{h(t)} =
∫ ∞

0
e−sth(t) dt

=
∫ T

0
e−sth(t) dt +

∫ ∞

T
e−sth(t) dt.

Considerando, para o segundo integral da última soma, a mudança de variável

u = t− T

obtém-se
t = T ⇒ u = 0, t = ∞⇒ u = ∞ e du = dt

pelo que obtemos:

L{h(t)} =
∫ T

0
e−sth(t) dt+ =

∫ ∞

0
e−s(u+T )h(u + T ) du.

=
∫ T

0
e−sth(t) dt +

∫ ∞

0
e−su−sT )h(u) du, por h ser periódica de peŕıodo T ,

=
∫ T

0
e−sth(t) dt + e−sT

∫ ∞

0
e−suh(u) du

=
∫ T

0
e−sth(t) dt + L{h(t)}.

Obtemos assim a igualdade

L{h(t)} =
∫ T

0
e−sth(t) dt + e−sTL{h(t)}.

donde se conclui que
(
1− e−sT

)L{h(t)} =
∫ T

0
e−sth(t) dt

ou seja,

L{h(t)} =
1

1− e−sT

∫ T

0
e−sth(t) dt.
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(b) Usando o resultado da aĺınea (a), tem-se:

L{q(t)} =
1

1− e−sa

∫ a

0
e−stq(t) dt

=
1

1− e−sa

(∫ a/2

0
e−st dt−

∫ a

a/2
e−st dt

)

=
1

1− e−sa

([
e−st

−s

]a/2

0

−
[
e−st

−s

]a

a/2

)

=
1

1− e−sa

(
(e−sa/2 − 1)− (e−sa − e−sa/2)

−s

)

=
1

s(1− e−sa)

(
−e−sa/2 + 1 + e−sa − e−sa/2

)

=
1

s(1− e−sa)

(
(e−sa/2)2 − 2e−sa/2 + 1

)

=
1

s(1− e−sa)

(
e−sa/2 − 1

)2

= (1−e−as/2)2

s(1−e−as)

3. Vamos resolver a equação diferencial

d2x

dt2
+ 2α

dx

dt
+ (α2 + β2)x =

1
m

f0

sujeita às condições iniciais
x(0) = 0, x′(0) = 0

L
{

d2x
dt2

+ 2αdx
dt + (α2 + β2)x

}
= L{

1
mf0

}

⇔ (s2X(s)− sx(0)− x′(0)) + 2α(sX(s)− x(0)) + (α2 + β2)X(s) = f0

m
1
s

⇔ (s2 + 2αs + α2 + β2)X(s) = f0

m
1
s

⇔ X(s) = f0

m
1

s(s2+2αs+α2+β2)

Então
x(t) = L−1{X(s)} = L−1{f0

m

1
s(s2 + 2αs + α2 + β2)

}.

Ora,
1

s(s2 + 2αs + α2 + β2)
} =

A

s
+

Bs + C

s2 + 2αs + α2 + β2
.

Isto leva-nos à igualdade
A(s2 + 2αs + α2 + β2) + (Bs + C)s = 1

donde se obtêm os seguintes valores para as contantes A, B e C:

A = 1
α2+β2

B = − 1
α2+β2

C = − 2α
α2+β2

Assim,
x(t) = L−1{ 1

α2+β2
1
s − 1

α2+β2
s+2α

s2+2αs+α2+β2 }

= 1
α2+β2L−1{1

s − s+α
(s+α)2+β2 − α

(s+α)2+β2 }

= 1
α2+β2

(
1 + e−αt cosβt− α

β e−αt sinβt
)
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4. (a) O desenvolvimento de 3
√

1− x em série de potências de x é uma série binomial:

3
√

1− x = (1− x)1/3

=
∑∞

n=0

(
1/3
n

)
(−x)n

=
∑∞

n=0

(
1/3
n

)
(−1)nxn

Este desenvolvimento é válido para | − x| < 1, ou seja, |x| < 1. Isto é, o raio de convergência é igual a
1.
O coeficiente do termo de ordem 2 é:

(
1/3
2

)
(−1)2 = 1/3(1/3−1)

2!

= 1/3(−2/3)
2

= − 1
32

O coeficiente do termo de ordem 3 é:
(

1/3
3

)
(−1)3 = −1/3(1/3−1)(1/3−2)

3!

= 1/3(−2/3)(−5/3)
6

= − 5
34

(b) Considere-se a função par de peŕıodo 2π que no intervalo [0, π] coincide com g(t). Neste caso, con-
siderando as fórmulas dadas para os coeficientes de Fourier, temos que Bn = 0, para todo o n ≥ 1,
visto a função ser par. Resta calcular os coeficientes An.

A0 = 1
2π

∫ π
−π g(t)dt

= 2 1
2π

∫ π
0 sin t dt

= 1
π [− cos t]π0

= 1
π (− cosπ + cos 0)

= 1
π (1 + 1)

= 2
π

Para n ≥ 1 (usando o Dado 3)):

An = 2
2π

∫ π
−π g(t) cos 2nπt

2π dt

= 2 2
2π

∫ π
0 g(t) cos 2nπt

2π dt

= 2
π

∫ π
0 sin t cosnt dt

=





2
π

[
sin2 t

2

]π

0
, se n = 1

2
π

[
−cos((1 + n)t)

2(1 + n)
− cos((1− n)t)

2(1− n)

]
, se n > 1
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=





2
π

(
sin2 π−sin2 0

2

)
, se n = 1

2
π

(
(−cos((1 + n)π)

2(1 + n)
− cos((1− n)π)

2(1− n)
)− (−cos((1 + n)0)

2(1 + n)
− cos((1− n)0)

2(1− n)
)
]

, se n > 1

=





0, se n = 1

2
π

(
(− (−1)1+n

2(1 + n)
− (−1)1−n

2(1− n)
)− (− 1

2(1 + n)
− 1

2(1− n)
)
]

, se n > 1

=





0, se n = 1

1
π

(
(−1)n + 1

1 + n
+

(−1)n + 1
1− n

)
, se n > 1

=





0, se n = 1

2
π

(−1)n+1
1−n2 , se n > 1

=





0, se n é ı́mpar

4
π(1−n2)

, se n é par

Assim o desenvolvimento da função g(t) = sin t em série de cossenos no intervalo [0, π] é

2
π

+
+∞∑

n = 1
n par

(
4

π(1− n2)
cos

2nπt

2π

)

ou seja,
2
π

+
+∞∑

k=1

(
4

π(1− (2k)2)
cos 2kt

)

(c) A série da aĺınea (a) é convergente para |x| < 1 e divergente para |x| > 1. Logo a série
∑+∞

n=1 cn2n é
divergente (tem-se x = 2).
A série da aĺınea (b) é convergente para todo o t ∈ R, sendo convergente para sin t quando t ∈]0, π[. Logo
a série

∑+∞
n=1 dn cos(nt) é convergente para todo o t, em particular, a série

∑+∞
n=1 dn cosn é convergente

(tem-se t = 1).
Assim:

(i) Sendo a ”soma de uma série divergente com uma convergente”, a série apresentada,
+∞∑

n=1

(cn2n + dn cosn),

é divergente.

(ii) Pelo exposto, a série
+∞∑

n=1

dn cos
nπ

4
é convergente e converge para sin π

4 =
√

2
2 , pois trata-se da série

∑+∞
n=1 dn cosn com t = π

2 .
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