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==ENUNCIADO==

Antes de iniciar a resolucao da prova leia atentamente todo o enunciado inclusivé os Dados apre-
sentados no fim.

1.

2.

4.

Determine a convolucio das funcoes e® e e e obtenha a transformada de Laplace dessa convolucio.

(a) Mostre que se h(t) é uma fungao seccionalmente continua e periédica, de periodo 7', que admite
transformada de Laplace, entao

L{h(t)} = ﬁ /0 S h(t) dt.

(b) Use o resultado da alinea (a) para mostrar que a transformada de Laplace da onda quadrada

q(t), que é uma funcao periédica de periodo T' = a tal que ¢(t) = 1 para0 <t < a/2 e q(t) = —1
) (1 _ 6—(15/2)2
araa/2 <t<a, 6 ————.
P / s(1 — e=9s)
Na figura um corpo de massa m esta ligado a uma corda elastica com
constante de elasticidade k e a um amortecedor que resiste ao movimento
do corpo com uma for¢ca numericamente igual a ¢ vezes a velocidade do - AA—] —
movimento. A forca externa aplicada é dada por f(t) e o deslocamento i
do corpo da sua posicao de equilibrio por . Uma equagao diferencial do ¢
movimento pode ser escrita na forma

d*x dx

1
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T+ 20+ (@ + )= — (1),
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— = w?, oz:i, B =1/wi—a?
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Assumindo que a massa esta inicialmente em repouso na sua posicao de equilibrio, e que nela actua
uma forca externa constante fy, determine a expressao do movimento, considerando ( como um

nimero real positivo.

(a) Desenvolva /1 — x em série de poténcias de z, indicando o raio de convergéncia da série.
Apresente os coeficientes dos termos de ordem 2 e 3 sob a forma de fracgao de inteiros.

(b) Desenvolva a funcao ¢(t) = sint, ¢t € [0, 7] em série de cossenos.
+o00 +oo
(c) Supondo que Z cpx™ é a série obtida na alinea (a) e que dp + Z d,, cos(nt) é a série obtida na

n=0 n=1
alinea (b), diga, justificando, qual a natureza das séries seguintes, e, em caso de convergéncia,

indique a respectiva soma:
“+oo

(i) Z (¢ 2" + d,, cosn);

n=1

nm
ii d,, cos —.
(ii) Z cos —

n=1



DADOS

1) Série binomial: (1 +z)F = Z (i) x", onde <7]z> = M= k=2 lkont]) opa ke R e lz] < 1;

n!
n=0

2) O desenvolvimento em série de Fourier de uma funcao f(¢) de periodo T, caso exista, é dado por:

= 2nmt . 2nmt
Ao—i-z A,, cos T + B,, sin ,

T
n=1
onde T T
1 2 2nmt
Ay = T/o FO)dt, A, = T/o F(t) cos 2

¢ T

B, = ;/0 f(t) sin 2T;Ttdt para n > 1;

. _cos((a+Db)t) cos((a—b)t)
3) [ sin(ax) cos(bz) dx = 2a+b) 2a—b) para |a| # [b].
COTAGAO

==RESOLUGAO==
1. Determinacéo da convolucio de e® e e:
et 4 bt — fOt 6a’reb(t—T) dr

t _
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— bt j‘g e(CL*b)T dr
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A convolucdo de e® e e é a funcio dada pela expressao e ————— ¢t >0, se a # b, e é a funcio dada

a—b
pela expressao e't, t > 0, se a = b.
Calculo da transformada de Laplace dessa convolugao:
E{eat * ebt} — E{eat}ﬁ{ebt}
= m (usando a Tabela das Transformadas de Laplace).

2. (a)
L{h(t)} = / e Sth(t) dt
OT [e's)
= / e St h(t) dt + / e Sth(t) dt.
0 T
Considerando, para o segundo integral da tultima soma, a mudanca de variavel
u=t—-T

obtém-se
t=T=u=0,t=c0c=u=o00 € du=dt

pelo que obtemos:

T [e's)
L{h(t) / e St h(t) dt + = / e~ WD h(u + T) du.
0 0

T )
/ e S'h(t) dt + / e*s“*ST)h(u) du, por h ser periddica de periodo T,
0 0

T oo
/ e h(t)dt + e=*T / e *h(u) du
0 0

:/ e~*h(t)dt + L{h(t)}.
0

Obtemos assim a igualdade

L{h(t)} = /O ! e Sth(t)dt + e T L{h(t)}.

donde se conclui que
T
(1—e*T) L{h@t)} = / e Sth(t) dt
0

ou seja,



(b) Usando o resultado da alinea (a), tem-se:

clt)y = — / "o stqt) di

1—esa

1 a/2 a
= — / e st dt — / e st dt
I —ee 0 a/2
B 1 e—st a/2 e—st a
1l —esa =Ss |o | == a/2

1 (e—sa/Z . 1) . (e—sa . 6—8@/2))

1—esa —s

_ 8(1 _1e_sa) (_e—sa/Q +14e 50— efsa/Q)
1 _ _
- s(1 —e—s9) <(e Sa/2)2 —2e 1)
— ; (e—sa/Q _ 1)2
s(1 —e=s9)
_ (l_e—as/2)2
= S e®)
3. Vamos resolver a equacao diferencial
d*z dz
W + 2« ﬁ + ( + /32) fO

sujeita as condigoes iniciais

c{8s + 208 + (0 + Pz} = L{L o}

& (82X (s) — s2(0) — 2/(0)) + 2a(sX (s) — 2(0)) + (a? + f2) X (s) = L1

& (82 4+ 2as+a? + B2 X(s) = f—n?bé
< X(s) = fo_ 1
s(sz+2as+a2+,82)
Entao )
— -1 X 1
o(t) = L7H{X(s)} = L7 {ms(s2 +2a5+a2+52)}
Ora,

1 ) A Bs+C

5(s2 4+ 2as + a2 + 3?) :§+32+20¢s+a2+ﬁ2'

Isto leva-nos a igualdade
A(s* +2as+a* + 8%+ (Bs+C)s =1

donde se obtém os seguintes valores para as contantes A, B e C:

A= aim
B=—zim
C= _az%fm
Assim,
.%'(t) =L 1{02'1'/82 - a2+62 52_;'_2;3_3324_32}

— 1 —1s1 +
= el ~ ot ey}

— %—l—ﬂ@ (1 +e % cos Bt — 3 e “sin Bt)



4. (a) O desenvolvimento de /1 — x em série de poténcias de x é uma série binomial:

Vi—z =1 -xo)/3
s (1))
1/3

=i () o

Este desenvolvimento é vélido para | — z| < 1, ou seja, |z| < 1. Isto é, o raio de convergéncia é igual a
1.

O coeficiente do termo de ordem 2 é:

1/3 _
(1 )eor =mp

_ 1/3(=2/3)
= 2
_ 1
= -
O coeficiente do termo de ordem 3 é:
1/3 _ _
<é )GJP _ _1/3a/3-1a/3-2)

— 1/3(*2/3)(*5/3)

5
e

(b) Considere-se a fungao par de periodo 27 que no intervalo [0, 7] coincide com g¢(t). Neste caso, con-
siderando as férmulas dadas para os coeficientes de Fourier, temos que B, = 0, para todo o n > 1,
visto a fungao ser par. Resta calcular os coeficientes A,,.

Ay =5 [T g(t)dt
=25 [sintdt

= L[ cost]]

1=

(—cosm + cos0)

=2 (1+1)

3w

Para n > 1 (usando o Dado 3)):
A, =2 [T g(t)cos 2Lt

=22 [ g(t) cos 22ZLdt

Tow

= 2 foﬂ sint cos nt dt
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2(1+n) °o(1—n) |’
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(0, sen=1

= (_1)1+n (_1)1% 1 1
<(_ B )_(_2(1+n) 2(1—n)
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20 +n) 2(1—n) )|, sen>1

=)

, sen=1

31—

= <(—1)n+1 GRS

|
1+n 1-n )’Se”>

0, sen=1

2 (=D"+1
T 1-n2

sen>1

0, se n é impar

4
m(1—n?)’

se n é par

Assim o desenvolvimento da fungao g(t) = sint em série de cossenos no intervalo [0, 7] é

2, = 4 2nmrt
= cos
0y (1 —n?2) 27

n=1

ou seja,
“+o0o
2 4
— _ 2kt
AP (m ~(2h) )

A série da alinea (a) é convergente para |z| < 1 e divergente para |z| > 1. Logo a série 3.2 ¢,2" é
divergente (tem-se z = 2).

A série da alinea (b) é convergente para todo ot € R, sendo convergente para sin ¢ quando ¢ €]0, [. Logo
a série > d,, cos(nt) é convergente para todo o t, em particular, a série 3> d,, cosn é convergente

(tem-se t = 1).

Assim:
+oo
(i) Sendo a ”soma de uma série divergente com uma convergente”, a série apresentada, g (cn2"™ + dy, cosn),
n=1
é divergente.
+oo
.. sos nm o V2 . =
(ii) Pelo exposto, a série E d, cos — é convergente e converge para sin 7 = “5, pois trata-se da série
4
n=1

400 T
Yool dncosn comt = 7.



