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Algebra de Boole

A Algebra de Boole é uma ferramenta matematica muito utilizada na representagéo e simplificagdo de fungdes
binarias (ou légicas), sendo a sua designacéo resultante do contributo do Matematico George Boole.

Defini¢ées

L

Variavel logica (ou de Boole ou binaria) - Variavel que tem por dominio 2 valores ldgicos distintos,
representados pelos valores 0 e 1 (ou outras designagbes como FALSE(F) e TRUE (T) ou FALSO(F) e
VERDADEIRO(V) ).
Funcéo légica (ou de Boole ou binaria) - Fungdo que tem por contradominio os valores légicos 0 e 1.
Operadores/Fungdes ldgicos elementares:

Intersecgéo (conjungéo ou produto légico)- AND

F(A,B)=A-B=AB

AB | faB=aB
00 0
0 1 0
10 0
11 1
Uniao (disjungéo ou soma ldgica) - OR
F(A,B)=A+B
AB | fam=-a+B
00 0
0 1 1
10 1
11 1
Complemento (negagéo ou inversdo) — NOT
F(A)=A=A'
A | ra)=a
0 1
1 0

Expressdes logicas - E um conjunto de variaveis (literais) e constantes légicas (0 e 1) ligadas entre si pelos
sinais dos operadores légicos elementares. Constituem uma das formas para descrever fungdes ldgicas
(outras formas: tabelas de verdade, mapas de karnaugh, etc..).

Exemplos:

f(A,B,C)=A-B+C-A-B
f(A,B,C)=0+A+C-B-1

Literal — Cada ocorréncia de uma variavel na sua forma complementada ou ndo complementada.
Precedéncia dos operadores:

— aavaliagdo de uma expressao logica é realizada da esquerda para a direita;

— sub-expressdes entre paréntesis sdo avaliadas em primeiro lugar;

— dentro das sub-expressdes, primeiro avaliam-se os operadores de negagao, depois de produto e,

finalmente, de adig¢ao.

Exemplo: X+Y’.Z é avaliado como (X+(Y’.Z))
Expressdes logicas equivalentes - Quando uma delas s6 for igual a 1 quando a outra também for igual a 1, e
igual a 0 quando a outra também for igual a 0.
Expressdes légicas complementares - Se uma delas for igual a 1 quando a outra for igual a 0,e vice-versa.
Expressoes ldgicas duais - Quando de uma se pode obter a outra:

- transformando todos os - em + (produtos em somas);

- transformando todos os + em - (somas em produtos);

- transformando todos os 0 em 1 ;

- transformando todos os 1 em 0 ;

- e mantendo as ocorréncias das varidveis (literais).

Exempilo:

1-B+C-A-B+0 édualde (0+B)-(C+A+B)1
Nao existe nenhuma relagdo entre os valores l6gicos de expressbes duais: podem ser ambas iguais a 0,

ambas iguais a 1, ou uma igual a 1 e outra igual a 0. Mas as identidades Idgicas duais tém a propriedade de
que quando uma é verdadeira a outra também o é.
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Exempilo:
Identidades duais - se a identidade A + 0 = A se verifica entdo também se verifica a identidade A - 1= A .
¢ Uma fungdo logica é representada de forma inequivoca por uma tabela de verdade, mas admite a
representacéo através de varias expressoes légicas equivalentes.
¢ Uma fungéo logica pode ser representada por um circuito légico (diagrama légico) constituido por portas
l6gicas.
Exemplo:
A funcao F(X,Y,Z) pode ser representada:
- pelaexpressao X +Y’.Z
- pelatabela de verdade

X Y Z F(X,Y,Z)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
- pelo diagrama logico
X
\; [y |
z
Postulados e teoremas da Algebra de Boole
Postulados
A=0 ou A=1
0-0=0 1-1=1
0-1=1-0=0 0+1=1+0=
1+1=1 0+0=
0=1 1=0
Teoremas
Dual
T1 A-0=0 A+1=1 0 - elemento absorvente

do produto légico
1 - elemento absorvente
da soma ldgica

T2 A-1=A A+0=A 1 - elemento neutro do
produto légico
0 - elemento neutro da

soma légica

T3 A-A=A A+A=A
™ A-A=0 A+ A=1
T5 X — A Lei da idempoténcia
T6 A-B=B-A A+B=B+A Lei da comutatividade
T7 AB-C=A(B-C)=(AB)C A+B+C = A+(B+C) = (A+B)+C Lei da associatividade
T8 AB+AC=A.(B+C) (A+B) - (A+C)=A + B.C Lei distributiva
T9 A+AB=A A-(A+B)=A Lei da absorcéo
T10 A+ K B=A+B A (K+ B)=A B Lei do termo “menor”
T1T A .B+A-B=A (A+B)-(A+B)=A Lei da adjacéncia
T2 A.B+ A-C+B-C = (A +B) - (K-I—C) . (B+C) = Lei do termo “incluido”

A-B+A-C (A + B)- (A +C)
T3 A B=A+B A+B=A-B Lei de DeMorgan
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Simplificagdo de expressées logicas recorrendo aos teoremas da Algebra de Boole

E um processo heuristico onde se procuram detectar partes da expresséo que sejam simplificadas por aplicagéo
dos teoremas, resultando em expressGes equivalentes. O processo repete-se até que ja nido existam sub-
expressfes susceptiveis de serem simplificadas, ndo existindo, no entanto, garantia de que a expressao obtida
esteja realmente minimizada.

Exemplos:
Nota: a operagao de negagao é representada pelo simbolo’
Expressodes equivalentes Por aplicagéao do teorema
AB’(C+C’)+A’'BC+AB(C’+C) T4 ;T2
AB’+A’'BC+AB T6
AB’+AB+A’BC T8
A(B'+B)+A’BC T4
A+A’BC T10
A+BC
Expressodes equivalentes Por aplicagao do teorema
A'+AB+AC'+AB’C’ T10
A'+B+AC'+AB'C’ T8
A'+B+AC’(1+B’) T1;T2
A'+B+AC’ T6
A'+AC+B T10
A+C’+B
Dado o diagrama légico
iy
\f — Fl.2)
l)—[:O—l_l_} j>_.

. [—

Obtém-se a expressao légica F(X,Y,Z2)= X'YZ+X'YZ'+XZ
Simplificando ...

Por aplicagéao do teorema
XYZ+X'YZ'+XZ T11
XY+XZ

FRr .2l

"N“—{IK

Complemento de fungées légicas

1° Método — Aplicagdo do teorema de DeMorgan

Exempilo:

Dada a fungéo F(X,Y,Z2)=XYZ'+X'Y'Z
Determinar o complemento da funcéo F
F'(X,Y,Z2)=( X'YZ+XY'ZY

=X'YZ') . (XY'Zy

=(X+Y'+Z) . (X+Y+Z))

2° Método — Complementacao de cada literal da expressao légica dual

Exemplo:

Dada a fungao F(X,Y,Z2)=X'YZ'+X'Y’Z
Determinar o complemento da fungao F
F'(X,Y,2)=( XYZ+XY'Z)

1° Determinagéo da expressao dual
Fe(X,Y,Z)=(X+Y+Z’) . (X'+Y'+Z)

2° Complementagéao de cada literal de Fd
F' (XY, Z)=(X+Y’+Z) . (X+Y+Z)
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Formas algébricas das expressées légicas

Por manipulagao algébrica, qualquer expressdo pode ser transformada numa das formas algébricas a seguir
apresentadas.

Forma soma de produtos e produto de somas

¢ Forma soma de produtos - quando a expresséo € constituida por somas légicas de produtos I6gicos (termo
produto).
Exempilo:
F(A,B,C)=ABC+A’B
Exprimir F(A,B,C,D)=(A’+BC).(B+C’D) sob a forma soma de produtos.
(A'+BC).(B+C’D)

< AB+A'C'D+BBC+BCC’D
< AB+A'C'D+BC
¢ Forma produto de somas - quando a expressao é constituida por produtos I6gicos de somas logicas (termo
soma).
Exemplo:

F(A,B,C)=(A+B+C’).(A’+B)

Exprimir F(A,B,C,D)=(A’+BC).(B+C’D) sob a forma produto de somas.
(A’+BC).(B+C’D)

S(A'+B).(A+C).(B+C).(B+D)

Formas candnicas

+ As formas canénicas facilitam o processo de simplificagcdo das expressoes légicas.

¢ mintermo — é um produto em que cada uma das variaveis aparece apenas uma vez, na forma complementada
ou nao complementada. A cada combinagéo de valores das variaveis de entrada esta associado um mintermo,
identificado por m;, onde j € o valor decimal equivalente ao valor binario da combinacdo para a qual o
mintermo tem o valor 1.

X Y Z mintermo simbolo m, | my m, | mg | mg | ms | mg | my
0 0 0 xXYZzZ Mg 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 XYZ mj 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 XYZ m, 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 XYZ ms 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 XY'Z my 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 XY'Z ms 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 XYZ Mg 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 XYZ my 0 0 0 0 0 0 0 1

¢ Forma candnica soma de produtos (FCSP)- quando a expressdo é constituida pela soma légica dos
mintermos para os quais a funcao toma o valor 1.
Exemplo:
Dada a tabela de verdade da fung¢ao F(X,Y,Z)

simbolo mintermo X Y Z F F’
Mo xXYZ 0 0 0 1 0
mj XYZ 0 0 1 0 1
mo XYZ 0 1 0 1 0
ms XYZ 0 1 1 0 1
my XY'Z' 1 0 0 0 1
ms XY'Z 1 0 1 1 0
Mg XYZ' 1 1 0 0 1
my XYZ 1 1 1 1 0

A forma canodnica soma de produtos (FCSP) de F(X,Y,Z) é dada pela expresséo
FOX,Y,Z2)=X'Y'Z'+X'YZ'+XY'Z+XYZ=mg+m,+ms+my;

F(X,Y,Z)=¥m(0,2,5,7) (notagao reduzida da FCSP)

O complemento da fungdo contém os mintermos nao incluidos na fungao original. Para o exemplo anterior,
temos F' (XY, Z2)=X'Y'Z+X'YZ+XY'Z+XYZ'=Yym(1,3,4,6)

+ Qualquer expressao logica de uma fungdo pode ser manipulada de modo a exprimir-se na FCSP.
Exempilo:
Exprimir F(A,B,C)=A+BC sob a forma candnica soma de produtos.
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A+BC
<AB+AB’+BC
<ABC+ABC’+AB'C+AB’'C’+BC
<ABC+ABC’+AB'C+AB'C'+ABC+A’'BC
<ABC+ABC’+AB'C+AB'C’+A'BC
F(A,B,C)= ¥m(3,4,5,6,7)

maxtermo- € uma soma em que cada uma das variaveis aparece apenas uma vez, na forma complementada
ou ndo complementada. A cada combinagdo de valores das variaveis de entrada esta associado um
maxtermo, identificado por M;, onde j é o valor decimal equivalente ao valor binario da combinac&o para a qual
0 maxtermo tem o valor 0.

X Y Z maxtermo simbolo M, M, M, M, M, Ms | Mg M-
0 0 0 X+Y+Z Mo 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 X+Y+Z M, 1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 X+Y'+Z M, 1 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 X+Y'+Z’ M; 1 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 X+Y+Z M, 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 X+Y+Z Ms 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 0 X+Y'+Z Me 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 X+Y'+Z' M- 1 1 1 1 1 1 1 0

Forma canédnica produto de somas (FCPS)- quando a expressao é constituida pelo produto légico dos
maxtermos para os quais a fungdo toma o valor 0.

Exemplo:
Dada a tabela de verdade da fung¢ao F(X,Y,Z)

simbolo maxtermo | X Y Z F F’
Mo X+Y+Z 0 0 0 1 0
M, X+Y+Z’ 0 0 1 0 1
M, X+Y'+Z 0 1 0 1 0
M; X+Y'+Z’ 0 1 1 0 1
M, X+Y+Z 1 0 0 0 1
Ms X+Y+Z’ 1 0 1 1 0
Ms X+Y'+Z 1 1 0 0 1
M, X+Y'+Z' 1 1 1 1 0

A forma candnica produto de somas (FCPS) de F(X,Y,Z) é dada pela expressao
F(X,Y,Z)=(X+Y+Z).(X+Y'+Z’).(X'+Y+Z).(X'+Y’+Z) =M1.M3.M4.Ms

F(X,Y,Z2)=IIM(1,3,4,6) (notacdo reduzida da FCPS)

O complemento da fungéo contém os maxtermos nio incluidos na fungéo original. Para o exemplo anterior,
temos F'(X,Y,Z)=(X+Y+2Z).(X+Y'+Z).(X'+Y+Z')(X'+Y’+Z’) =[IM(0,2,5,7)

Qualquer expressao ldgica de uma fungéo pode ser manipulada de modo a exprimir-se na FCPS.

Exemplo:

Exprimir F(A,B,C)=A’ . (B'+C) sob a forma candnica produto de somas.
A . (B'+C)

<(A+B).(A'+B’).(B'+C)
<(A+B+C).(A'+B+C’).(A'+B’+C).(A'+B’+C’).(B’+C)
<(A+B+C).(A'+B+C’).(A'+B’+C).(A'+B’+C’).(A+B’+C).(A'+B’+C)
<(A+B+C).(A'+B+C’).(A'+B’+C).(A'+B’+C’).(A+B’+C)

F(A,B,C)= =[IM(2,4,5,6,7)

Formas minimas

Forma em que o nimero de termos e numero de literais € minimo. Constitui o ponto de partida para a
implementagdo em circuitos l6gicos com portas logicas discretas, porquanto conduzem, normalmente, a
implementagao mais simples.

Forma minima soma de produtos (FMSP)- quando a expressdo é constituida por uma soma de produtos tal
que o somatorio do numero de produtos e do nimero de literais € minimo.

Forma minima produto de somas (FMPS)- quando a expressao é constituida por um produto de somas tal que
0 somatorio do numero de somas e do numero de literais € minimo.
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Conversao entre formas candnicas

¢ Conversao de FCSP para FCPS
Considerar os maxtermos nao incluidos nos mintermos
Exemplo
F(A,B,C)=Xm(0,2,5,7)=1IM(1,3,4,6)
¢ Conversdo de FCPS para FCSP
Considerar os mintermos nao incluidos nos maxtermos
Exemplo
F(A,B,C)=TIM(1,3)=Xm(0,2,4,5,6,7)
* MJ:mj,
Exemplo:
My=X'+Y+Z

X+Y+Z
S ((X+Y+Z)Y  ( dupla negagéo)
S(XY'ZY (torema de DeMorgan)
<:>m4’
¢ Atendendo ao referido no ponto anterior, facilmente se pode determinar a forma canonica da fungao
complementar.
Exempilo:
Dada a fungao F(A,B,C)=my+my+ms=M;.M3.M4.Mg.M;
F’(A,B,C)=m1+m3+m4+m6+m7=Mo.Mz.M5
Demonstragéao:
F’(A,B,C)=(m0+m2+m5)’=mo’.m2’.m5’=M0.M2.M5
F’(A,B,C)z(M1.M3.M4.M6.M7)’=M1’+M3’+M4,+M6’+M7,= mi+msz+my+met+my;

Tabelas de verdade

Tal como referido anteriormente, as tabelas de verdade constituem um dos processos de descricdo das funcbes
l6gicas.
¢+ Vantagens:
- facilidade com que se obtém a partir da formulagao verbal da funcédo a implementar.
- facilidade na obtencdo das expressoes algébricas nas formas canodnicas.
- possibilidade de passar directamente a implementacéo de fungdes légicas com certos componentes MSI e
LSI.
- constituem o ponto de partida para métodos graficos e tabulares de simplificacdo de fungbes (mapas de
Karnaugh).
¢ Construcdo da tabela de verdade a partir da formulagéo verbal
Exempilo:
Pretende-se construir a fungao F(X,Y,Z) que tenha o valor 1 sempre que o nimero de 1’s nas variaveis de
entrada X, Y e Z seja um namero impar.

N° X Y Z F(X,Y,Z)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 0
7 1 1 1 1
+ Formas candnicas a partir da tabela de verdade
Exempilo:
Dada a tabela de verdade da fungao légica F(A,B,C)
N° termo A B C F(A,B,C)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 0 0
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 0

F(A,B,C) & uma fungéo logica de 3 variaveis A,B e C,
assumindo o valor 1 para as combinacdes 001, 010 e 110
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e o valor 0 para as combinagdes 000, 011, 100, 101 e 111
Recorrendo a definicdo de mintermo e maxtermo, faciimente se obtém da tabela a expressdo légica da
fungéo na forma candnica soma de produtos:
F(A,B,C)=A’'B'C+A’'BC’+ABC’=m+m,y+me=>m(1,2,6)
ou na forma candnica produto de somas:
F(A,B,C)=(A+B+C).(A+B’'+C’).(A’'+B+C).(A’+B+C’).(A’+B’+C’)=M(.M3.M4.M5.M;=1IM(0,3,4,5,7)

Determinagdo da tabela de verdade a partir de uma expressao légica

1° Método — Avaliagcao da expressao recorrendo a calculos intermédios
F(X,Y,Z)=X+YZ'

Var. entrada Calculos intermédios F(X,Y,Z2)
X Y Z Y4 Y.Z X+YZ
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 1

Para expressdes mais complexas, este método pode tornar-se moroso e & bastante susceptivel a erros.

2° Método — Interpretacaol/leitura da expressao logica

Quando as expressodes légicas estdo na forma soma de produtos ou produtos de somas, & possivel
efectuar-se uma interpretagao/leitura da expressdo que permita a obtencédo da tabela de verdade de uma
forma expedita.

Exempilo:

F(X,Y,Z)=X+YZ

A expressao encontra-se na forma soma de produtos, logo podemos concluir que

a funcdo F toma o valor 1:

quando X=1 ou quando Y.Z'=1

oX=1;VY; VZ sV X Y=1;,2=1

(N° termo= 4;5;6;7) <V X Y=1;272=0

(N° termo= 2;6)
N° termo X Y Z F(X,Y,Z2)

0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

F(X,Y,Z2)=X+YZ' <(X+Y).(X+Z')
A expressao encontra-se na forma produto de somas, logo podemos concluir que
a funcdo F toma o valor 0:

quando X+Y=0 ou quando X+Z’=0

SX=0:Y=0;VZ SX=0;VY;Z=0

(N° termo=0;1) SX=0;VY;Z=1

(N° termo= 1;3)
N° termo X Y Z F(X,Y,Z2)

0 0 0 0 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 1
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1




