3. Calculo integral em IR
3.1. Integral Indefinido

3.1.1. Definicao, Propriedades e Exemplos

A nocao de integral indefinido aparece associada a de derivada de

uma funcao como se pode verificar a partir da sua definicao:
Definicao 1 Dado o intervalo |a,b| e a funcao f :Ja,b— IR,
o integral indefinido (ou primitiva) de f € uma fungao F :la, b|—
IR com a propriedade sequinte:
F'(z) = f(z), x €]a,b].

Ou seja, dada uma funcao f, o integral indefinido de f (ou

a primitiva f) € uma funcdo F cuja derivada € f.

Representamos o integral indefinido (ou primitiva) de f por

[ fdx ou Pf

Exemplo 1.

1.1. [5dz =5z 1.2. P(2z) = a*

X

) €2m 1
1.3. [e*dx = - 1.4. P - ) =1In(z)

Observemos que o integral indefinido (ou primitiva) de uma fungao
nao ¢ unico. De facto, se F'(x) é integral indefinido de f(z) entao

F(x)+ ¢ também o é (c € R).



A 1ltima expressao ¢ a expressao geral das primitivas de f.
Por exemplo: x|, 22+1, x2—2 sao primitivas da funcao f(x) = 2.
[sto significa que quando calculamos a primitiva de uma funcao obte-
mos uma familia de funcoes, cujos elementos diferem entre si por
uma constante. Geometricamente, diferem entre si apenas de uma

translacao vertical.

-2 -1 1 1 2
: X

x"2+1

x"2-2

De referir também que, como consequencia da definicao, derivar e

integrar sao operacoes inversas. Isto ¢é:

/f’(x) dr = f(z)+c,c € R

( [ 1w dx)' - f(a)



Conhecidas as regras de derivacao, podemos desde ja estabelecer

propriedades para a primitivacao:

1. P(f(z)+ g(z)) = Pf(z) + Pg(x)
2. P(kf(z) = kP(f(z)),k € R

Tendo em conta a definicao de primitiva e o conjunto de derivadas

ja conhecidas podemos calcular, por exemplo:

P(z?+2zx—1) = P(2?) + P(2z) — P(1) = P(332%) + 2* — z =

= 1PBa?)+a? -z =3"+2’—2+C,CeR

E portanto:

Pa*+2z—1) =32+ —2+C,C e R

Repare-se, novamente, que para a resposta estar completa, ha a ne-
cessidade de somar a expressao final uma constante para que sejam
indicadas todas as primitivas da funcao em causa.

Em exercicios concretos, poderemos estar interessados apenas numa
das primitivas. Neste caso, dizemos que estamos a procurar uma
solucao particular e é necessario uma condicao adicional para o calculo

da constante C'. Estes sao os problemas de valor inicial.



Exemplo 2. Determine F'(x), sabendo que F'(z) = 2x — 2 e que
F(l)=2.

Resolucao:
o (x)= [(2x —2)dx =2 — 22+ C,C € R.
oF(1)=2=F(1)=1*-2(1)+C=2=C =3.

Logo, a solucao particular deste problema ¢
Flx)=a>-22+3.

Exemplo 3. O custo marginal de fabrico de  unidades de um pro-

duto tem como modelo

£:32—0,04x.
dx

A producao de uma unidade custa 50e. Calcule o custo total de

producao de 200 unidades.
Resolucao:

Comecemos por determinar a funcao custo, integrando a funcao custo

marginal:

2
Clz) = /(32 —0,04z)dx = 322 — 0,04 % + k=

= 32¢—0,0222+k, ke R
[sto é:
C(z) =320 —0,022° +k, k€ R
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Dada a condicao inicial C'(1) = 50, podemos calcular a constante a:
C(1)=32x1-0,02(1)*+ k=50 < k = 18,02 .

Assim, a funcao custo total é : C'(z) = 322 — 0,022% + 18,02 .

Entao, o custo de producao de 200 unidades ¢ de

C(200) = 32 x 200 — 0, 02(200) + 18, 02 = 5618, 02 .

3.1.2. Integral Indefinido Imediato

Dizemos que uma funcao tem ntegral indefinido imediato se o
podemos calcular imediatamente considerando apenas as derivadas de
funcoes ja conhecidas, ou apds algumas manipulacoes algébricas sim-
ples.

Vejamos alguns exemplos, onde aplicaremos o conhecimento derivadas

de algumas funcoes ja conhecidas:

Exemplo 4:
o / no S
4.1. Poténcias [ f'(z)f(z)"dx = 1 +c,celR, n#1.
n

1

/x(S — 42*)? dx = ——/—8:1: (3 — 42%)? dx =
8 vf’ h\f,—/n
1(3 —4z%)?

= _L =) +c,ce R



4.2. Funcao exponencial /f'(a:)ef(x)da: —e/@W i, ceR

5
/5CIZ€$2 dr = — | 2z % dr =
—2 ] =~
;e
5
= —56_”32 +c,ce R

f'(x)
f(z)

4.3. Funcao logaritmica / de=In|f(x)|+k, ke R

f/
~ =

1 1 2
/ dx:/— dx =
2r — 1 22 — 1
—

f
/j/\
1 2 1
= —/ dm=§\ln(2x—1)\+k,/€€]R

2) 2z —1
f

3.1.3. Integral Indefinido Por Partes

Nesta seccao abordaremos uma técnica de primitivacao que ¢é con-
sequencia directa da regra de derivacao do produto. Ja sabemos que se

f(x), g(x) sdo duas fungdes entao a derivada do produto é dada por:

(f9) = fag+ fqg .

Desta propriedade conclui-se, imediatamente, que

fg="P(f'9+ fd).



Entao, podemos considerar as equivalencias:

fa=P(flg+fd) & fg=P(f'9)+P(fd) =
< P(f'g)=fg—P(fd)

A tltima igualdade é a formula da primitivacao por partes ou

integracao por partes:

P(f'g) = fg— P(fqg') (1)

Esta técnica é utilizada sempre que a func¢do a integrar (a func¢dao
integranda) seja produto de duas fungdes f, g, em que f devera ser

facil de integrar e g facil de derivar.

Exemplo 5:
z? 1 z?
/1n(513):z: dr = /ln(m) r  dr =lIn(z) — _/ -z
N~~~
\f,./ ) \f,_/ 9 xT \2/
9 I’ g
2 2 1
= 1n(x)x——/zdatzln(zz:)x———/a:dx:
2 2 2 2
2 1a? 2 2P
n(:z:)2 55 e n(:z:)2 4+c,cEIR
Ou seja;

w2 2l

/ln(at)a: dr = 111(:1:)? - teceE R



3.2. Integral Definido
3.2.1. Definicao

Definicao 2 Seja f uma funcao nao negativa e continua no
intervalo fechado |a,b]. A drea delimitada pelo grdfico de f, pelo

eizo dos X X's e pelas rectas © = a e x = b € representada por

b
Area:/ f(z)dx (2)

b
A expressao / f(z)dx € o integral definido de f de a a b; a é
o limite de inferior de integracao e b € o limite superior de inte-

gracao.

Suponhamos que é dada uma funcao f(z) tal que

/f(x) de = F(x)+c.
Entao, a forma de calculo do integral definido de f é-nos dada pelo

seguinte teorema

Teorema 1 Teorema Fundamental do Cdlculo Integral

Se f € nao-negativa e continua no intervalo fechado [a,b], entao

b
/ f(2)dz = [F(z)]k = F(b) — F(a)

Até agora consideramos apenas funcoes nao-negativas. O Teorema

Fundamental do Célculo Integral estabelece a forma de cédlculo do inte-
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gral definido e, no caso mais geral, nao se garante que o seu valor seja,
nao-negativo. Nos casos em que f é uma funcao com valores negativos,
o integral definido pode ser positivo, nulo ou negativo e, por isto, nem

sempre ser representativo da area atras referida.

Exemplo 6:
5
6.1/ 3tde = [ =5 - 1P=125-1=124
1
1 o2 1 e2x1 p2x0 2 ] 2 _ e
6-2/62xd$ = |—| = — S
0 2 ], 2 2 2 2 2
b
6.3 / ke® dx = [kex}z — ke — ke® = k(e’ — )
2 2 272
6.4 / In(z) -z dr = 1n(3;)x_ N
1 2 414
2% 22 12 17
(n()2 4) (n()z 4)



Exemplo 7: O lucro marginal de um produto tem como modelo

dP
P'(x) = —— = ~0,0005z + 12,2
i

Calcule a variacao do lucro quando as vendas aumentam

7.1. de 100 para 101 unidades
7.2. de 100 para 110 unidades.

Resolucao:

7.1. A variacao do lucro com um aumento nas vendas de 100 para 101

unidades é

101 101
dP
/ — = / (0,0005x+12,2)da::
100 dx 100

= [—0,000252" + 12, 2200 ~ 12,15

7.2. A variacao do lucro com um aumento nas vendas de 100 para

110 unidades é

110 110
dP
/ — = / (0,0005x+12,2)da::
100 dx 100

= [<0,000252" + 12, 2z]}5 ~ 121,48
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3.2.2. Aplicacoes do Integral Definido

Uma das aplicacoes do integral indefinido é o calculo da area da

regiao limitada pelos graficos de duas, ou mais, funcoes.

Exemplo 8: Calcule a area da regiao limitada pelos os gréaficos das

funcoes f(x) =4z ede g(x) = 23, para x € [0,2].

Resolucao: Temos

25-
201
15

107

7-——r )
-

/02 (490 —:1;3) dx
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Propriedades do Integral Definido:

1./baf(x)dx——/abf(x)dx

2./af(:1:)d:1:=0
c b c
3./af(:1;)d:z::/af(a;)daz+/bf(x)dx,sea<b<c

b b
4./ kf(x) d:z::k/ f(z) dz, se k € R.

Outra aplicacao importante do integral definido é o calculo do valor
médio de uma funcao num dado intervalo.
Dada uma funcao f(x), o valor médio de f(z) no intervalo |a, b

¢ dada por

b
oy = e —

Exemplo 9: O custo unitario de producao de um produto durante

um periodo de 2 anos tem o modelo
c(t) = 0.005t* + 0.0t +13.15, 0 <t < 24,

onde ¢ é expresso em meses. Calcule uma aproximagao do custo médio
unitario nesse periodo de 2 anos.
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Resolugao: O custo médio é obtido por integragao de ¢(t) ao longo

do intervalo pretendido, que neste caso é [0, 24].

Assim:
24
/ (0,005¢% + 0,01t + 13, 15) dt
— B
clx) = 24— 0
1 [0,005¢3  0.01¢2 2
= — |- S +13,15t| =
24 3 2 .

1 <0,005 x 243 N 0,01 x 24

13,15 x 24 — 0 ) = 14,2
o - +13,15 x o) 123
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3.3. Exercicios

1. Calcule:

(a) / In(z) de  (b) / ve® da (©) / z;’; - da (d) / 2% da
() /(%) dy () /(41'3—%) iz (g) /2x3\/5 do (h) /(2t2—1)2 it

(i) /x;; i () /%dx (k) /ﬁ dv (0) /% da

(m) /% i (n) /;&;1 dx (0) /(1— 1;52) i (p) /u(3u2+1) du

(a) f'(z)=3vz+3, f(1)=4 (b) f'(z) =6x(x—1), f(1)=-1

© Fla) =" >0 ()= (@) [@) =~ 2 £2 (1) =1

3. Uma empresa fabrica um produto para o qual o custo marginal de producao de x unidades
é
dc

%—C"(:c):2m—12,

e os custos fixos sao 125.

(a) Calcule a fungao custo total e a func¢ao custo médio.
(b) Determine o custo total da produgao de 50 unidades.

(c) Em (b), qual a parcela fixa do custo total? Qual a parcela varidvel?

4. A taxa de crescimento da populacao de uma cidade tem como modelo

ar _ 500¢1%6 |
dt

onde t é o tempo em anos. A populacao da cidade é, no momento, de 50.000 habitantes.

Qual sera a populacao daqui a 10 anos?
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5. O consumo S de gas natural aumentou, entre 1986 e 1992 a uma taxa dada pelo modelo

ds
E:0,175zt2+0,41t+0,81, 0<t<6,

onde t = 0 representa 1986. Em 1986 o consumo foi de 16, 7. Determine um modelo para

o consumo entre 1986 e 1992 e determine o consumo em 1992.

6. Calcule:

(a)/z(1+2)4 dz () /(g:—g)% dr (o) /(lfw du (d)/(aﬁ2 ix;x—i?)?’ du

(e)/% dx (f)/“\/?252 dt (g)/<1+%)3<%) it (h) /(933+3x)($2+1) do

7. O custo marginal de um produto tem como modelo
ac 12

dr Y12z + 1
Sabe-se que C'(13) = 100.

(a) Determine a fungao custo.

(b) Esboce os graficos de C'(z) e de C’(x) no mesmo sistema de eixos.

d
8. A taxa d—cf a qual uma empresa paga um empréstimo ao banco é proporcional ao quadrado
de 50 — ¢, onde ¢ é o tempo, em meses, e 0 < ¢t < 50. Q(t) representa o que falta ser pago

no mes t. Suponha que o empréstimo é de 10.000 euros e que devera estar totalmente pago

no 50° mes.

(a) Qual o valor do 1° pagamento? E do tltimo?
(b) Qual o valor do 10° pagamento?
()

)

(d) Que instante que corresponde ao pagamento de metade da divida?

Qual o montante em divida apds 25 meses?

9. Calcule:

(a) / 2" dz (b) / gt dt  (c) / (22 +22) 3 L de  (d) / %eﬁ dz

1 Y z+3 1%
© [ce 0 [ @ [ ) [ Lo a
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10. De 1986 a 1992, o ntimerto 71" de transacgoes em caixas multibanco nos EUA variou segundo

a taxa

T
iz_t = 23,33t — 7,80t + 44, Tle ™" |

onde t = 0 corresponde a 1986. Em 1992 ocorreram 600 milhoes de transacgoes.

(a) Estabeleca um modelo que nos fornega o niimero total de transacgoes.

(b) Aplique o modelo para determinar o nimero de transacgdes em 1988 e em 1990.

11. Calcule:

(a) /02 e’ (b) /13 %[L’2 dz (c) /24 (2 — 627) da

(d) /le(:v2+6)dx (e) /_1(ax2+bx+0)dx (f) /133\/50[:75

1

(9) /42 z? <%x3 + 1) dr  (h) /12 e % dx (1) /23 (e** +€") dx

(7) /_i_zxide (k) /66<%+1ix) de (1) /:ﬁdx

12. Calcule os integrais seguintes e faca um esbogo da area que esse integral representa:

(a) /13(495—3) i (b) /Olﬁu—t) it (o) /24 o W) /Oln(ﬁ)gdx

v3—1

13. Sejam /5 f(x)dx =38 e /Sg(x) dx = —1. Calcule:
@ [ Y@ +g@de ) [ <@ dr @ [ (@) -2@)dr @ [ o) =11 d

14. O custo de aquisicao e manutencao de uma peca de equipamento durante x anos admite

o modelo
C(z) = 5000 (25 + 3/ ta dt) .
0

Determine o custo total apés 1 ano, 5 anos e 10 anos.
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15. Uma empresa adquire uma maquina para a qual a taxa de desvalorizacao é de

av
— = 10000(t =6), 0< ¢ <5,

onde V é o valor da maquina apds t anos. Estabeleca e calcule o integral definido que da

a perda total de valor da maquina durante os primeiros 3 anos.

16. Faz-se um depédsito de 2500 euros numa conta poupanca com uma taxa anual de 4%

composta continuamente. Determine o saldo médio da conta durante os primeiros 5 anos.

17. Nos EUA| a taxa anual de mortalidade R (em mortes por 1000 pessoas de idade x) tem
como modelo

R(x) = 0,0362% — 2,8z + 58,14, 40 < z < 60 .

Calcule a taxa média de mortalidade para pessoas entre os 40 e os 50 anos e para pessoas

entre os 50 e os 60 anos.

18. O consumo total de combustivel para transporte nos EUA, de 1950 a 1979, admite o
modelo

£(t) = 0,0004331% 40,0962t + 2,76, —20 <t <9

onde t = Orepresenta 1970. Como consequéncia do aumento de precos verificado em 1979,

0 consumo baixou e passou a seguir o modelo
g(t) =0,00831¢* + 0,152t + 2,81, 9 <t < 16 .

Determine a economia de combustivel entre 1979 e 1986, por mudanca nos padroes de

consumeo.

19. Faga um esboc¢o da area delimitada pelos graficos e determine-a:

(a) f()=a®—14z, g(z) =0 () f2) = —2* +42+2, glz) = +2
(c) fz)=2" -2 g(z) =2z +2) (d) f(z) =V g(z)=x

(e) y=a"—dz+3, y=3+4o -2’ (f) f)=y2-y), 9(y) =y

(9) f@) = gl) = =3 o=1.a=2 () y=r. y=s' =1, 21
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