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Introducao

Introducao

Estimar o consumo médio de um automével, estimar o tempo médio
que um funcionario leva a aprender uma nova tarefa ou estimar a
percentagem (proporgao) de pessoas que irao consumir um produto
que vai ser lancado no mercado, sao exemplos de estimacao.

A estimacao pode ser feita por dois processos:

» Estimacao Pontual
» Estimacgao Intervalar
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Estimacéo Pontual

Estimacao Pontual

Na estimagao pontual, estima-se o parametro ¢ desconhecido (ou
(7(#)) usando o valor de um estimador 6, o qual é designado por
estimador pontual.

Desvantagem
Nao permite avaliar a precisao do estimador.

Exemplo

Parametro populacional \ Exemplo de estimador pontual
Média ( p) X
Variancia ( 02 ) S?
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Estimagao Intervalar

Estimacao Intervalar

A estimacao intervalar consiste na determinacao de um intervalo
onde, com uma certa confianca (probabilidade), esteja o parametro 6
desconhecido, tendo-se em conta um seu estimador.

Assim, P(Ly < 0 < Lo) = X significa que a probabilidade do intervalo
aleatdrio (L1, L») conter o valor exacto 0 é \.

O intervalo (L1, L) € designado por intervalo de confianca para o
parametro ¢, com um nivel de confianca .

Depois de recolhida uma amostra aleatdria, usam-se os valores observados
dessa amostra, para calcular os valores observados das variaveis aleatorias
L1 e Lo, que se representam, respectivamente, por /1 e k.

(l1, k) € o intervalo de confianga concreto para aquela amostra.
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Estimagao Intervalar

Estimacao Intervalar

Amostra 7 «————¢
Amostra6 @ ———
Amostra 5 —
Amostra4 ————
Amostra 3 —T

Amostra 2 e
Amostra 1  —
0
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Estimagao Intervalar

Estimacao Intervalar

Vantagem

E possivel determinar o erro maximo cometido na estimacgéo, com
uma certa confianca

Notas

» Tem em conta as variacoes das estatisticas amostrais de amostra
para amostra.

» Nunca podemos ter intervalos com 100% de confiancga.
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Intervalos de confianca para a média de uma populagao normal com variancia
conhecida

Estamos perante uma situagao em que temos conhecimento da
distribuicao de X e também da sua variancia:

X ~ N(u,0°)

As variaveis aleatoérias Xi, X», ..., X; que constituem a amostra, sao
independentes e tém distribuicdo N(u, 0?), donde, pelo Teorema da
aditividade da distribuicao normal,

- 2 X 1
~ — Z = ~ N(0O, 1
X N(u,n) » Z= 2N

A v. a. Z é designada por variavel fulcral.
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para a média de uma populagao normal com variancia conhecida

Usando as tabelas da distribuicao normal padronizada determinamos
o valor de z que satisfaz a seguinte condicao:

P(—z<Z<z)=\

onde A € o nivel de confianca desejado.

Area a sombreado=\
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para a média de uma pop. normal com var. conhecida

— K
Pl—z<Z<2z2)=)\&= P|-z< <zZ|l=A
( ) N
o — o
S Pl—z—< X—pu<z— )] =X
( NG 3 ﬁ)
- o — g
S Pl X—z—<—nu<-X+z— 1] =\
( VST
. p<7zi < <7+ZL) )
v ! vn) ~
Logo, o intervalo de confianca a A x 100% para ;. € dado por:
- o — o
X—z— X+2z2—
( N ﬁ)
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para a média de uma pop. normal com var. conhecida

Sendo
- o o
e(X—z—,X+z2— ),
: ( N ﬁ)
0 erro que cometemos usando X para estimar i (Erro = | X — p) é,
com probabilidade A, inferior ou igual a z% (metade da amplitude do
intervalo).

Sendo assim, € possivel escolher o tamanho de amostra, n, de modo
a que o erro cometido seja menor ou igual a um valor especificado, e,
com uma certa confianca A x 100%.

Basta resolver a seguinte equacao:

o
Z— =€

Vvn
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para a média de uma pop. normal com var. conhecida

Exemplo (Exercicio 7 da Ficha n.° 4: Intervalos de confianca)

Certo equipamento de empacotamento automatico, encontra-se
regulado para encher embalagens de um quilo de certo produto. O
seu deficiente funcionamento origina prejuizo para a empresa: se a
maioria das embalagens tem peso inferior ao estabelecido, havera
reclamacoes por parte dos clientes e perda de prestigio; peso
excessivo sera por outro lado anti-econémico. Aceita-se da
experiéncia passada que o peso das embalagens se comporta
normalmente com desvio padrao de 12 gramas. Para verificar a
afinagcao do equipamento, seleccionaram-se em determinada altura,
nove embalagens cujos pesos exactos (em gramas) foram anotados:

983 992 1011 976 997 1000 1004 983 998
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Exemplo (cont.)

1. Estime u através de uma estimativa pontual.

2. Construa um intervalo de confianga para p, com 0s seguintes graus de
confianca: 90%, 95% e 99%. Como varia a precisao do intervalo (a sua
amplitude) com o grau de confianca escolhido?

3. Qual devera ser o tamanho da amostra a recolher, para que o erro que
se comete ao considerar o valor da média amostral como estimativa
para a média da populagao, nao seja superior a 1. (utilize A = 0.95).

Sol.:

1. X =1993.78

2. [1.C.09], = (987.2,1000.36); [/.C.0.95],. = (985.94,1001.62);
[1.C.0.90],. = (983.476,1004.084).

Quanto maior é a confianca, maior € a amplitude do intervalo, i.e., menor é a
precisao do intervalo.

O que se ganha em “confianca’perde-se em “precisao”.
3. n>554
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para a média de uma pop. normal com var. desconhecida, usando
amostras de pequena dimensao

Neste caso, ndo conhecemos o valor de o2 e como tal ndo podemos
usar a variavel fulcral do caso anterior.

Sabemos que, se X ~ N(u,o?) entdo

Agora, a variavel fulcral é T.
Determina-se o valor de t tal que P(—t < T < t) = A, recorrendo a
uma tabela da distribuicao t-Student (ou a um computador).

O intervalo de confianca a A x 100% para o valor esperado . é dado

por
8§ _ s
X -t X+t
( tJF +Kﬁ)
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para . usando amostras de grande dimensao

Pelo Teorema Limite Central, quando a amostra € suficientemente
grande (n > 30), a média amostral X tem, aproximadamente,
distribuicdo normal de média . e variancia o2 /n, isto é,

2
Y&N(u,%)

_X-p
-

e o intervalo de confianca a A\ x 100%, é dado por

A variavel fulcral é entao

Z

~ N(0,1)

(7— z\/iﬁ,7+z\/iﬁ)

ondezétalque P(—z< Z< z) =\
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Estimagao Intervalar do Valor Médio

Int. conf. para . usando amostras de grande dimensao

Na pratica o valor de o nao é, em geral, conhecido. Uma vez que a
amostra é suficientemente grande, a substituicao de o pelo seu
estimador S na variavel Z, nao invalida que esta tenha
aproximadamente distribuicao normal. Entao, a variavel fulcral passa
a sef,

X—u .

“=s/yn"

N(0,1)
e o intervalo de confianga

(7— z\%,7+z\%>

onde z étalque P(—z< Z < z) = A\
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Estimacao intervalar da diferenca entre valores médios 11 — o

Consideram-se agora duas variaveis aleatérias, X; e X5, que
representam uma certa caracteristica em duas populacoes distintas,
Populacao 1 e Populacao 2, respectivamente.

Pretende-se construir um intervalo de confiancga para a diferenca
(w1 — o, sSendo 4 o0 valor médio de X e 1o 0 valor médio de Xo,
ambos desconhecidos.

Mais notacao: o1, 0o — desvios padroes de X; € Xo;
n{, no — dimensao das amostras recolhidas.

Nota:
As amostras recolhidas devem ser independentes uma da outra.

Para estimar 111 — o pontualmente, usamos o valor do estimador
pontual X — Xo.
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Int. conf. para a diferenca entre valores médios de duas populacdes normais
com variancias conhecidas

Temos: X; ~ N(u1,0%) e Xo ~ N(uz,05). Logo, pelo teorema da
aditividade da distribuicao normal,

71~N(M1,a12/n1) e 72~N<u2,a§/n2)

Uma vez que as amostras sdo independentes uma da outra, X1 e X>
sao independentes. Assim, mais uma vez pelo teorema da aditividade
da distribuicao normal,

2 2
— —_— o o)
X1 —Xo~ N g — g, L+ 22
1 — Xo (m He: n2>

e a variavel fulcral é

7 — (X1 _X2)2_ (:u21 _MZ) N N(O,1)
0'_1

g
2
n +n2
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Int. conf. para a diferenca entre valores médios de duas popula¢des normais
com variancias conhecidas

P(—z<Z<z)=XA& P —z<(X1_X2)2_(/“_“2)<z =\

2
(2
2
m no

<:)>P( \/01—{—02<(X1—X2) (1 — p2) < z U12—|—Z—§):)\

o2 o2 — — o2 o2
<=>P((X1 X2)—Z —I—n2<,u1 ,LL2<(X1—X2)-|—Z\/—:—|——§ = A

Logo, o intervalo de confianca a A x 100% para ;11 — u2 € dado por:

2 2 2 2
— — g g — o) g
Xi—Xo)—z¢/ L +22 (X - X z L + 22
( 1 2) n n2 ( L 2)+ mn no
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Int. conf. para a diferenca entre as médias de 2 populagcées normais, com var.
desconhecidas mas iguais, usando amostras de pequena dimensao

Se Xi ~ N(p1,02) e Xo ~ N(u2,03) com oy = o2, €ntdo

(X = X2) = (11 — pe)
\/(n1—1)82+(n2 1)S2 1,1

M+ne m no

~ tntnp—2

Logo, o intervalo de confianca a A x 100% para p1 — 2 € dado por:

_ _ —1)82 —1)82
(X1—X2)—t\/(n1 )SF 4+ (e —1)SE [1 1
ny+ no — 2 ny no

_ _1)8? ~1)82 [1 1
(X; X2)+t\/(n1 5D J1 1
n +n—2 n4 no

onde tétalque P(—t< T <t)=2\
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Int. conf. para 1 — ue usando amostras de grande dimensao

Pelo teorema Limite Central temos: X1~N((u1,0F/n1) e Xo~N((p2,05/n2).
Uma vez que as amostras sdo independentes, X1 e X» sdo independentes.
Assim,

e a variavel fulcral é

Logo, o intervalo de confianca a A x 100% para ;1 — u2 € dado por:

- — o2 g2 _ g2 g2
X1 —Xo)—zy/ L+ 2, (X1 = Xo)+2z¢/ L+ =2
(X4 2) n1+n2’( 1 2) + n1+n2

onde zétalque P(—z< Z < z) =\
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Estimagao Intervalar da Diferenca entre Valores Médios

Int. conf. para 1 — ue usando amostras de grande dimensao

Se nao forem conhecidos os valores de o1 € 02, estes sao substituidos pelos
seus estimadores Sy e S,. Como as amostras sao de grande dimensao, esta
substituicdo nao altera a distribuicao assimptética de Z, vindo

7 — (71 —72)—(,&1 —/Lg) NN(O,1)

1. 8

mn

Logo, o intervalo de confianca a A x 100% para 1 — po € dado por:

S — S S - S2 &2
(X1—X2)—Z\/—1+—2,(X1—X2)+Z —1 4 =2
mn no mn no

onde zétalque P(—z< Z < z) =\
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Estimagao Intervalar da Variancia de Uma Populagao Normal

Int. Conf. para a variancia de uma populagcao normal
Se X ~ N(u,0?) entdo, para uma amostra de tamanho n,

(n—1)82 5

0_2 Xn—1

Sejam ae btaisque: P(x2 ; <a)=13* e P(x2 ,>b)=13

Assim, P(a < x3_; < b) = ), donde

(n—1)S2 B 1 o 1 B
P<a<—(72 <b]|=\ & P b<—(n—1)82<a =\

@P(%<oz<%):)\

o° € 5 : a com X x 100% de confianca.
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Estimagao Intervalar da Razao entre as Variancias

Int. Conf. para a razao entre as variancias de duas populagcées normais

Notacao
» X1 e Xo:v.a.s que representam uma certa caracteristica em duas
populacoes distintas, Populacao 1 e Populacao 2
» o4 : Desvio-padrao de X ;
» oo . Desvio-padrao de X5 ;
» ny : Tamanho da amostra da Populacao 1 ;
» o : Tamanho da amostra da Populacao 2 ;

Nota
As amostras recolhidas devem ser independentes uma da outra.

Para estimar 0% /o5 pontualmente, usamos o valor do estimador
pontual S2/55 .
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Estimagao Intervalar da Razao entre as Variancias
Int. Conf. para a razao entre as variancias de duas populagcées normais

Temos: Xi ~ N(u1,0%9) € Xo ~ N(u2,03). Entao,

8_12 X O-_g ~ Fn1_‘I
SS 012 np—1
Sejam a e b tais que
11— 11—
—1 —
P (ang_1 < a) —-—= e P (F,g';_1 > b) ==
Assim,
82 2 52 0.2 82
Pla< L x2<pl=)\ < P(a—2<—2<b—2)—)\
( s2 7 52 ) s2 552 ST
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Estimagao Intervalar da Razao entre as Variancias

Int. Conf. para a razao entre as variancias de duas populagcées normais

Entao,

(% %
o2 \bSZ' as?
com A\ x 100% de confiancga.

2

O intervalo de confiangca a A x 100% para 0—12 é entao dado por
02

(b +2)
bS2 aS?
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Estimacao Intervalar de uma Proporgéo

Int. Conf. para uma proporgao

Consideremos uma populacao cujos elementos podem ser
classificados em dois tipos: Sucesso e Insucesso.

Pretende-se estimar a proporcao p de sucessos na populacao.

Dada uma amostra de tamanho n, uma estimativa pontual de p é dada
por p = x/n, onde x é o n° de elementos do tipo sucesso contidos na
amostra.

Esta estimativa é produzida pelo estimador p = X/n, onde X é av. a.
que representa 0 n° de sucessos contidos numa amostra aleatéria de
tamanho n.
Tem-se,

X ~ B(n,p)
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Estimacao Intervalar de uma Proporgéo

Int. Conf. para uma proporg¢ao

Se n for suficientemente grande, a distribuicao binomial pode ser bem
aproximada pela normal, vindo

. . X ole]
X & N(np.npg) = p=2~N(p, =)

e consequentemente

p—p .

Z = ~ N(0,1)

vpq/n

Seja z tal que P(—z < Z < z) = \. Entao,
P-z< PP 2 —rs

vV pPa/n

& P(-z\/pg/n<p—-p<zypq/n)=\&
< P(p—zyvpg/n<p<p+zypq/n) =\

(DepMAT ESTV) Intervalos de Confianga 2007/2008 27 /33

Estimacao Intervalar de uma Proporgéo

Int. Conf. para uma proporgao

Da ultima igualdade poderiamos deduzir que o I.C., a A x 100%, para
p seria
(b —z\/pq/n,p+ 2/ pq/ n)

No entanto, os limites deste intervalo contém o parametro p que
queremos estimar (e que é desconhecido).

Para contornar esta dificuldade podemos substituir p pelo seu
estimador, o que conduz ao seguinte intervalo de confianga

(b —z\/pa/n.p+ z\/ﬁ)&/n>
ondeg=1-p.
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Estimacao Intervalar de uma Proporgao

Int. Conf. para uma proporg¢ao

Questao
Qual devera ser o tamanho da amostra, de modo a que, com uma

certa confianga, o erro que se comete ao estimar p usando p, seja
inferior a €7

Como vimos anteriormente,
P(p—z\/pa/n < p < p+zy/pa/n) = A
isto €, com )\ x 100% de confiancga a distancia maxima entre p e p é:
z\/pa/n=z\/p(1 —p)/n
Pretende-se calcular o valor de n tal que
e=z\/p(1-p)/n

Resolvendo em ordem a n, vem n = z? p(1 — p)/€®.
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Estimacao Intervalar de uma Proporgao

Int. Conf. para uma proporgao

Como o valor de p nao é conhecido, podemos substitui-lo por uma sua
estimativa p, conhecida a priori (caso exista), obtendo

no 2 p(1e; P)

Quando p nao pode ser estimada a priori, um procedimento
alternativo consiste em substituir p(1 — p) pelo maximo valor que pode
tomar que é 0.25, o que conduz a uma dimensao maxima da amostra,
uma vez que se tomou para p(1 — p) o valor mais desfavoravel,
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Estimacao Intervalar da Diferenga entre Proporcdes

Int. Conf. para a diferenca entre proporcoes
Notacao

» Xi,Xo: v.a.s que representam o numero de sucessos contidos nas
amostras retiradas, respectivamente, da Populacao 1 e da
Populacao 2;

» ny: Tamanho da amostra da Populacao 1 ;
» no: Tamanho da amostra da Populacao 2 ;

Nota
As amostras recolhidas devem ser independentes uma da outra.

pr=Xi/m e p2=Xo/no

Para estimar p; — p» pontualmente, usamos o valor do estimador
pontual py — Po.
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Estimacao Intervalar da Diferenga entre Proporcdes

Int. Conf. para a diferenca entre proporcoes

Tem-se: X; ~ B(ny,pq) € Xo ~ B(n2, p2)
Se ny > 30¢e n>, > 30,

X1~ N(npi,mp1g1) e Xo~ N(nsp2, nopoqo)

pr < N(pr, 2190y & py < N(p,, P27
ny no
pr—p2~N <P1 —pe, BT pqu)
ny no

Logo a variavel fulcral é:

7 — (p1 _pZ)_(p1 _p2) - N(0,1)
\/P1Q1 4 P2g2
n no
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Estimacao Intervalar da Diferenga entre Proporcdes

Int. Conf. para a diferenca entre proporcoes

Para calcular o intervalo de confianca, a A x 100%, para pi — po,
determinamos z tal que P(—z < Z < z) = )\, donde,

P((f% _ﬁz)_z\/mm L P < p1— o < (By —,62)-|-z\/p1Q1 N quz) _ )
mn no n no

Os limites do intervalo sugerido pela igualdade anterior contém os
parametros desconhecidos py € po. Contornamos esta dificuldade
substituindo py e p- por p1 € p», respectivamente.

Assim, obtemos o seguinte intervalo de confianca para p; — p»> a
A x 100%:

mn no

((b1 o) - z\/ O PRy — o) + z\/ oy pi,f)

onde g1 =1-pregp=1-—po.
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