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Introducao

» Ao comprar ac¢oes, um investidor sabe que o ganho que
vai obter com elas esta sujeito a um certo grau de
incerteza.

» Uma cadeia de lojas que toma a decisao de abrir uma
nova loja numa determinada cidade, nao consegue saber
a partida se a loja vai ter o sucesso pretendido

» Quando uma empresa de espectaculos aposta num certo
dia para organizar um concerto ao ar livre, esta sujeita as
mas condi¢cdes meteoroldgicas que prejudiquem o
sucesso do mesmo

Tal como decidir comprar accoes, decidir abrir uma nova loja
ou escolher um dia para um concerto, também fazer
inferéncias acerca da populagcao com base nos dados de uma
amostra envolve um certo grau de incerteza.




Introducao

E importante dispor de uma medida do grau de incerteza de
um fenémeno aleatério. Essa medida é a probabilidade.

O estudo da teoria das probabilidades é pois bastante
importante, pois esta estd na base da inferéncia estatistica e é
um poderoso aliado nos processos de tomada de decisao.

Experiéncias Aleatdrias

Uma experiéncia aleatoria € uma experiéncia onde intervém o
acaso, isto é, cujos resultados sao incertos, nao sendo
portanto possivel saber qual o resultado da experiéncia antes
de a realizar

Exemplos

» 0 lancamento de um dado e registo do niumero de pontos
obtidos;

» um gestor de producao observa uma linha de producao
durante uma hora e conta o niumero de pecas defeituosas;

» um analista financeiro observa a cotacao na bolsa das
accoes de uma determinada empresa para saber se esta
subiu ou nao.




Espaco de Resultados. Acontecimentos Aleatérios
O espaco amostral, 2, de uma experiéncia aleatéria, também
designado por espaco de resultados ou espaco fundamental, é
0 conjunto de todos os resultados possiveis da experiéncia
aleatoria.

Qualquer resultado individual é representado por w (w € Q).

Os subconjuntos de 2 sao conjuntos de resultados possiveis
da experiéncia aleatéria. Estes designam-se por
acontecimentos aleatérios.

O espaco de resultados, 2 , € denominado por acontecimento
certo.

Os acontecimentos formados por um elemento, {w}, s@o
designados por acontecimentos elementares.

O conjunto vazio, ) ou {}, denomina-se de acontecimento
impossivel.

Espaco de Resultados. Acontecimentos Aleatérios

Exemplos

» Lancamento de uma moeda ao ar

F = ’saida de face’ C = ’saida de coroa’
Espaco de resultados: Q2 = {F, C}

» Lancamento de um dado
J = 'aparicao da face com j pontos’
Espaco de resultados: 2 = {1,2,3,4,5,6}
» Um gestor de producgao observa uma linha de producao
durante uma hora e conta o numero de pecas defeituosas

Espaco de resultados: 2 ={0,1,2,3,4,5,6, ...}




Sejam A e B acontecimentos associados a uma experiéncia aleatoria
com espaco de resultados Q2

» ACB
A realizacao de A implica a realizacao de B.

» A= B(Ae Bsaoidénticos))Ac BeBC A
A realizacao de um implica a realizacao do outro.

» AN Brealiza-se se e sO se A e B se realizam conjuntamente.
» AU Brealiza-se se e s6 se A ou B se realizam.

» AN B =g (Ae Bdizem-se mutuamente exclusivos ou
incompativeis)

A realizagao de um implica a nao realizagao do outro.

» A\Bou A — Brealiza-se se e s6 se A se realiza sem que B se
realize.

» AAB realiza-se se e s6 se A realiza ou B se realiza mas nao os
dois conjuntamente.

» A= — Arealiza-se se e s6 se A ndo se realiza

Definicao Classica de probabilidade

Suponha que numa experiéncia aleatoria com n resultados
possiveis, todos equiprovaveis (igualmente provaveis), um
acontecimento A pode realizar-se de ny maneiras diferentes.
Entao a probabilidade do acontecimento A é dada por:

P(A) na  n° de resultados favoraveis a A
~n  n°de resultados possiveis

Exemplo
Lancamento de um dado honesto

A =’saida de face com um n° par de pontos’ — A = {2,4,6}
Como o dado é honesto, 0s 6 resultados possiveis sdo igualmente provaveis.

P(A)="2=23=05




Definicao Classica de probabilidade

Esta definicao tem algumas limitacoes:

» sb pode ser aplicada se 0 numero de resultados possiveis
da experiéncia aleatoria for finito;

» sO pode ser aplicada se os resultados forem igualmente
provaveis.

Esta definicdo também nao permite dar resposta as seguintes
questoes:

» Qual é a probabilidade de uma fabrica produzir num dia 20
unidades?

» Qual a probabilidade de sair uma face no lancamento de
uma moeda nao equilibrada?

» Qual é a probabilidade de uma pessoa seleccionada ao
acaso ser hipertensa?

» Qual é a probabilidade de uma peca que sai de uma linha
de producao ser defeituosa?

Definicao Frequencista de probabilidade
Vamos admitir que realizamos uma determinada experiéncia aleatéria n
vezes, em idénticas condi¢des, e que 0 acontecimento A se realizou nu
vezes. Seja f4 a frequéncia relativa da ocorréncia de A, isto €,

Na
fp=—.
n

De acordo com a definicao frequencista de probabilidade, f4 € uma
aproximacgao da probabilidade de A, P(A), e quanto maior for n,
melhor sera essa aproximacao. Isto €, quando se aumenta 0 nimero
de realizagdes da experiéncia, a frequéncia relativa f, tende para a
probabilidade do acontecimento A:

P(A) = lm 2 = lim £,

n—oo N n—oo

Podemos entao dizer que a frequéncia relativa fornece uma boa indicacao do
valor da probabilidade, quando se repete a experiéncia um nimero
suficientemente grande de vezes.




Definicao Frequencista de probabilidade

Exemplo

Suponhamos que depois de examinarmos uma moeda damos
conta que esta nao é equilibrada, i.e., que os acontecimentos

F = ’saida de face’

nao sao igualmente provaveis.

C = ’saida de coroa’

Seja p a probabilidade do acontecimento F:

p=P(F).

Podemos aproximar o valor de p, realizando um grande
numero de experiéncias e tomando a frequéncia relativa do

acontecimento F.

Se a moeda fosse equilibrada, ao fim de um grande numero de
langcamentos a frequéncia relativa aproximar-se-ia de 0.5.

Definicao Frequencista de probabilidade

Exemplo

Suponha que é gestor de vendas de um concessionario de uma marca
conhecida de automoveis e precisa de saber qual € a probabilidade do stand
vender mais de 4 automoveis na proxima semana. Através dos registos da
empresa foi possivel saber qual o0 numero de automoveis vendidos por
semana, nas ultimos 50 semanas. Estes dados sao apresentados na tabela

seguinte.
n° de automoéveis | n° de semanas
vendidos
0 2
1 10
2 18
3 12
4 3
5 3
6 2

Usando a definicao frequencista de
probabilidade podemos aproximar a
probabilidade do stand vender mais
de 4 automdveis na préxima semana

por 342 = 0.1




Definicao Subjectiva de probabilidade
Quando ao olhar para o céu diz a alguém que vai chover até ao fim
do dia, esta a usar a sua intuigcao para estabelecer uma
probabilidade para a ocorréncia de um acontecimento aleatério, isto
é, esta a usar a definicao subjectiva de probabilidade.

Uma probabilidade subjectiva surge quando uma pessoa atribui
um grau de credibilidade a um certo acontecimento aleatério,
baseada na sua intuicao ou no seu conhecimento empirico.

Exemplos

» O Sr. Joao é um Benfiquista e acha que a probabilidade
de o Benfica ganhar o campeonato nesta época é superior
a 0.8;

» A Maria sabe que 15% dos alunos de Estatistica tém uma
nota superior a 14, no entanto ela acredita que vai tirar
uma nota superior a 14 com probabilidade de 0.75.

Propriedades das Probabilidades

Sejam A, B e C acontecimentos quaisquer associados a uma
experiéncia aleatéria cujo espaco de resultados é €.

» 0<PA) <1

» P(Q)=1eP(0) =0

» P(A) +P(A) =1 < P(A) =1 —-P(A)
» AC B= P(A) <P(B)

» P(A— B)=P(A) —P(ANB)




Propriedades das Probabilidades

> P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B) — Regra da Adigao

Se A e B sao acontecimentos incompativeis,i.e.,
AN B = (), entao,

P(AU B) = P(A) + P(B)

Se A4, Ao, ..., A, sdo disjuntos dois a dois, i.e., A;NA; = 0,

I # j, entao
P (U A,) =) P(A)
i=1 i=1

» PLAUBUC)

P(A)-+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)




Probabilidade Condicionada
Definicao
Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma
experiéncia aleatéria com espaco de resultados Q. Se

P(B) # 0, a probabilidade condicional ou condicionada de A
dado B, denota-se por P(A|B) e é dada por:

~ P(ANB)

P(AIB) = — 55

Trata-se da probabilidade de se realizar o acontecimento A
sabendo que se realizou o acontecimento B.

De forma analoga, se P(A) # 0,

P(BN A)

P(BIA) =~ gz

com P(A) #£0

Probabilidade Condicionada - Exemplo

Exemplo

Suponhamos que dispomos da informacao de que ao lancgar o
dado saiu uma face com um numero par de pontos, isto é,
realizou-se o0 acontecimento

A ="saida de face com um n.° par de pontos”= {2, 4,6}

Qual sera a probabilidade de ocorréncia do acontecimento B?

B =“saida de face com mais de 5 pontos”= {6}

P(BNA)  P({6}) 1/6 1

P(A)  P({2,4,6}) 3/6 3

P(B|A) =




Probabilidade Condicionada - Exemplo

Exemplo (cont.)

Calculemos agora a probabilidade de nao sair face com mais
de 5 pontos, B, sabendo que ocorreu A.

_ . P(BNA) P({2,4})) 2/6 2
PIBIA) = P(A) ~ P({2,4,6}) 3/6 3

P(B|A) = 1 — P(B|A)

Probabilidade Condicionada - Exercicio

Exercicio

O gerente da loja de musica MUSICASTORE sabe que 30%
dos clientes que entram na loja pedem ajuda a um assistente e
que 20% dos clientes adquirem efectivamente um produto.
Sabe-se também que 15% dos clientes pedem ajuda a um
assistente e compram efectivamente um produto.

Calcule a probabilidade de um cliente, que pediu ajuda a um
assistente, comprar um produto.

Sol:0.5




Regra da Multiplicagao

Uma consequéncia imediata da probabilidade condicional € a regra da
multiplicagao das probabilidades, a qual expressa a probabilidade da
intersecgao em termos da probabilidade individual dos eventos e da
probabilidade condicional.

Definicao
Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma
experiéncia aleatéria com espaco de resultados Q2. A

probabilidade da sua interseccao pode ser derivada da
probabilidade condicional através de:

P(ANB) =P(AB)P(B) seP(B)+#0
Também,

P(BN A) = P(B|A)P(A) se P(A) #0

Regra da Multiplicagao

Generalizando a regra da multiplicacao a n acontecimentos
vem,

P(A1 NAN---N An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 M Ag)P(An‘A1 AEEERE An_1)




Acontecimentos Independentes

Definicao

Sejam A e B dois acontecimentos associados a uma
experiéncia aleatoria com espaco de resultados 2. Estes
acontecimentos dizem-se independentes se e s6 se

P(AN B) = P(A)P(B)
Da regra da multiplicacao segue que:
P(AB) = P(A) (se P(B)>0)
P(B|A) = P(B) (se P(A) >0)

Acontecimentos Independentes

Mais genericamente, os acontecimentos A+, Ao, ..., A, sao
independentes, se sao independentes2a 2,3 a3, 4 a4, eic. ,

isto €, se

P(Ai N Aj) = P(A;)P(A;), paratodo i # j

P(A; N A; 1 Ax) = P(A;) P(A) P(Ax),
comijektaisquei#j, ik, K#£]j

P(AiNAsN - NAy) = P(A)P(A) ... P(An)




Exemplo/Exercicio

Exercicio

Relativamente ao exemplo inicial, diga se os acontecimentos
“Pedir ajuda a um assistente” e “Comprar um produto” sao ou
nao independentes. Justifique.

Sol:Nao

Teorema das Probabilidades Totais

Teorema (das Probabilidades Totais)

Considere uma particao A+, A, . .., An, do espaco amostral 2,
tal que P(A;)) #0,i=1,...,n, e seja B um acontecimento de
Q. Entao

P(B) = ) P(B|A)P(A) (1)
i=1
= P(B|A))P(A1) + ...+ P(BIA))P(Ar)  (2)
Nota

Ai, Az, ..., A; € uma particao do espaco amostral Q2 se sao disjuntos dois a
doise Q =, A.




Particao

Teorema das Probabilidades Totais

De facto,

Pela regra da adicao,

P(B) =P (LnJAmB) ZPA nB),
i=1

uma vez que A1 N B, ..., A, N B sao disjuntos dois a dois e,

pela regra da multiplicagao,

P(B) =) P(B|A)P(A)

i=1




Teorema de Bayes

Teorema (de Bayes)

Considere uma particao A1, Ao, . .., An, do espaco amostral (2,
tal que P(A;)) #0,i=1,...,n, e seja Bum acontecimento de
Q. Entao

_ P(AcNB)  P(A)P(BIA)
PAIE) = pE) T T S P(BIA)P(A)

=1,2,...n




