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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.1 Definicao

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

Valor Préprio e Vector Préprio

Um escalar A diz-se um valor proprio de A se existir um vector nao
nulo x,«1, tal que

Ax = \x (Ax=Xx & (A—-A)x=0)
O vector x diz-se vector proprio de A associado ao valor proprio A.

Exemplo

Logo 2 € um valor proprio da matriz Ae { 1 ] é um seu vector proprio.
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.2 Espacos Proprios

Observacoes

» Um vector proprio é, por definicao, nao nulo.

» Um vector proprio estd associado apenas a um valor préprio, mas
a um valor préprio estao associados uma infinidade de vectores
proprios.

Espaco Préprio
Seja A\ um valor préprio de A. O subespaco

EN={xeK":Ax=Xx}={xeK":(A- \)x =0}

é um subespaco de K” (K = C ou K = R) e diz-se 0 espaco proprio
de A associado ao valor proprio .
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.2 Espacos Préprios

Exemplo
2 é um valor proprio da matriz

.
E(2)={xecR?: (A-2/)x =0}
A_2’:[g) ;]_2[8 ?]:[162 212]:[_01 g)]
wane-ow[ g L[] [0] e {5m0m0 o {2
E(2) = {(x1, %) € RZ: x4 = X2}

:{(Xg,Xg):(1,1)X22X2 ER} =< (1,1) >
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.3 Polinémio e Equacao Caracteristicos

Calculo dos Valores Proprios de uma Matriz

Determinar os valores proprios de A consiste em determinar os
valores \ que satisfazem a equacao

A— M| =0

A expressao |A — \I| denomina-se o polindmio caracteristico de A e a
equacao |A — \/| = 0 denomina-se a equacao caracteristica de A.

Multiplicidade Algébrica e Multiplicidade Geométrica de um Valor Préprio

» A multiplicidade algébrica do valor préprio A é a multiplicidade de
A como raiz da equagao caracteristica. Denota-se por ma(\).

» A multiplicidade geométrica do valor préprio A € a dimensao do
espaco proprio de A associado ao valor proprio .
Denota-se por mg( ).
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios Matriz

Exemplo (Ex. 2d) da Ficha n°11)

2 1 1
A= 2 3 2
3 3 4
Equacéao Caracteristica:
2— A 1 1
A= X|=0 < 2 3—-A 2 =0
3 3 4 — )\
3—-A 2 2 2 2 3-2)
¢”2_”’ 3 4—A’_‘3 4—A‘ ‘3 3 ‘:O

S2-N12-7XA+X-6)—(8—21\—6)+(6—-9+3)\) =0
S(2-ANAN—-7XA+6)—2+2X-3+31=0
S 2X2 14X +12- 23 +7X2 —6A —5+51 =0
& -2+ 150 +7=0 23 -9X\2+15A—-7=0
SA=-1)N=-8+7)=0MXN-1)A-1)A-7)=0
SA=1)P2\-7)=0XA=1VvA=
Valores Préprios:
» )\ =1 de multiplicidade algébrica 2 < ma(1) = 2
» )\ =7 de multiplicidade algébrica 1 < ma(7) = 1
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Cap. 6 - Valores Proprios e Vectores Proprios  Matriz

Exemplo (cont.)
E(1)={xecR®: (A-1)x =0}

2—-1 1 1
A-1l= 2 3—-1 2 =
3 3 4 -1

(A-1)x=0<

1], 1 11
2 2= 10 0 0
3 (%% 0 00

X1+ Xo+x3=0
& 0=0
0=0

wn =
wn =
wn =

X X

I

oo wWwN =

X1 = —Xo — X3
= Xo € R
X3 €R

E(1) = {(X1,X2,X3) € RS X1 = —Xo — X3}
= {(—X2 — X3,X2,X3) = (—1,1,0)X2 + (—1,0, 1)X3 : X2, X3 € R}
=< (-1,1,0),(-1,0,1) >

Base de E(1) = {(-1,1,0),(—1,0,1)}
dim(E(1)) =2 = mg(1) =2
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios Matriz

Exemplo (cont.)
E(7)={xeR3: (A-7Nx =0}

3 —3 X3 O =
X1 = §X3
<~ Xo = §X3
X3 € R
E( ) = {(X1,X2,X3) €R3: Xy = 1§X3 N Xo = §X3}
={(3%s,5%3,%3) = (3, 5,1)X3 : x3 € R}
=<(%,5,1)>
Base de E(7) = {(},5,1)} dim(E(7)) =1 = mg(7) =1
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.5 Diagonalizagao de uma Matriz

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

Se uq, U, ..., Uk SA0 vectores proprios de A associados a valores
proprios todos distintos, entao sao linearmente independentes.

Corolario
Uma matriz de ordem n nao tem mais do que n valores proprios.

Matrizes Semelhantes e Matriz Diagonalizavel
» Duas matrizes A e B dizem-se semelhantes se existir uma matriz

invertivel S tal que A= SBS™'.

» Uma matriz A diz-se diagonalizavel se for semelhante com uma
matriz diagonal, ou seja, se existir uma matriz diagonal D e uma
matriz invertivel S tais que A = SDS~'. Neste caso S diz-se uma
matriz diagonalizante de A.
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.5 Diagonalizagao de uma Matriz

Teorema
Uma matriz A ordem n é diagonalizavel se e s6 se A tem n vectores
proprios linearmente independentes.

Dizer que uq, Uo, ..., U, sS40 n vectores proprios de A linearmente
independentes, associados aos valores proprios, respectivamente,
A, M, ..., \n, significa exactamente que A= SDS~! com

A

S=|u U ... Up] e D=
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios 6.5 Diagonalizagao de uma Matriz

Dada uma matriz A de ordem n, trés situagcdes podem ocorrer:

1.

Existem n valores prérios distintos e, portanto, existem n vectores proprios
linearmente independentes, pelo que a matriz A € diagonalizavel.

Existem m valores prérios distintos com m < n, mas existem n vectores proprios
linearmente independentes e, portanto, a matriz A € diagonalizavel.

Existem m valores prorios distintos com m < n, e ndo existe um conjunto com n
vectores proprios que seja linearmente independente e, portanto, a matriz A nao
é diagonalizavel.

As trés situagdes seguintes correspondem as trés situagdes descritas atras:

1.

A matriz tem n valores proprios distintos. Neste caso tem-se
mg(\;) = ma(\;) = 1 para todo o valor préprio \; de A. A matriz A é
diagonalizavel.

2. Para cada valor préprio \; de A, mg(\;) = ma()\;). A matriz A é diagonalizavel.

3. Algum dos valores prorios tem multiplicidade geométrica inferior a multiplicidade

algébrica, isto é, para algum \;, mg(\;) < ma();). Neste caso, a matriz A nao é
diagonalizavel.
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Cap. 6 - Valores Préprios e Vectores Proprios

Exemplo (Ex. 11.2d) da Ficha n°11)
2 1 1

A=12 3 2
3 3 4

mg(7) = ma(7) =1
Logo, A é diagonalizavel.

Entao,

o O =

3S:A=SDS™ ', com D= {
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6.5 Diagonalizacao de uma Matriz
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