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A 1. Introducéo ao Processamento Digital de Sinal

§ 2. Representacio e Analise de Sinais

é 3. Estruturas e Projecto de Filtros FIR e IIR

<

E 4. Processamento de Imagem

% 5. Processadores Digitais de Sinal
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Avaliacao:

A avaliagcdo € composta pela componente tedérica e componente pratica
ponderadas da seguinte forma:

Classificacdo Final = 80% * Frequéncia ou exame + 20% * Pratica

O acesso ao exame nao esta condicionado embora ndo tenha funcao de
melhoria, ou seja, se o aluno entregar a prova de exame, sera essa a
classificacado a utilizar no calculo da média final independentemente da nota
da prova de frequéncia obtida.

A avaliagao pratica € constituida por trabalhos laboratoriais a executar
em MATLAB

4
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2. Representacao e Analise de Sinais (cont.)

* Analise de Fourier

— Transformada de Fourier (FT)

— FT & generalised impulse

— Principio da Incerteza

— Transformada Discreta de Fourier no Tempo (DTFT)
— Transformada Discreta de Fourier (DFT)

— Comparacao: DFS, DTFT & DFT

— DFT leakage & coherent sampling

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Analise de Fourier: Porqué?

¢ Rapida & eficiente inspecg¢ao nos blocos de construgao do sinal.
e Simplificagdo do Problema Original - ex.: resolu¢cdo de Eq. Diferenciais.
e Poderosa & complementar as técnicas de analise no dominio do tempo.

¢ Varias transformadas em DSPing: Fourier, Laplace, z, etc.

kuhw‘
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A
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Transformada geral como uma
ferramenta de resolugdo dum
analise problema.
tempo, t frequéncia, f

s F
8 5 — —~— B s(t), S(f) : Par de
< s(t) S(f) = FIs(t)] [ Transformadas
55 sintese

]
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Analise de Fourier - ferramentas
Sinal de Entrada no Tempo Espectro de Frequéncia

AALA

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

-
1 —jkwt
time, t i0do T FS Discreto Ck :?'Js(t)'e T Lat
Continuo (periodo T) 0 Lt
/\ /\ /\ /\ Aperiédico FT  Continuo sf) =" Cs(t)-e dt
time, t
I - : ek BEPL SN
o6 Periodico DFS  Discreto ok ‘anos[”] ©
I W W I W 1 . , =
—— (periodo T)
. +0o0 .
§ Pisareto. 4 DTFT Continuo ~ SM= Xsil-e712Tin
3 Sy, n n=—o
ﬁ oA oa Aperibdico . o 2w
< time, 1 \ DFT  Discreto k=g 2 slnl-e = N
El n=0
g
a: j =V1, o= 24/T, s[n]=s(tn), N = No. of samples %% Calculado via FFT
Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt
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Integral de Fourier (FI)
Ferramentas de Analise de e Teorema do Integral de Fourier \
Fourier para sinais aperiodicos.| Any aperiodic signal s(t) can be expressed as a Fourier

integral if s(t) piecewise smooth(" in any finite interval (-L,L)
and absolute integrable(?.

1 s(t) continuo,
(1) s'(t) monétona s(t) = Jgoo {A(w)-cos(wt)+B(w)-sin(wt)}dw )
(2) J._;Oo |s(t)|dt < +oo /

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

L
—00 —00

+00 +
[(3) A(w):%- js(t)cos(wt)dt B(w):1 js(t)sin(wt)dt]

Forma Complexa ___

o r~ . N
3 Ligagdo Real-Complexo ‘é\(’es oo t -jw tdt
5 [—S(w)=1'r~[A(w)—j-B(w)ﬂ o°| (w)_J._OOS()e Par de
ui >_ Transformadas
. i jwt - FT
2 1 +00
5 &2 - . .
g & s(t) = — [ S(w)e dw )

8
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s Resumo

o

E Sinal - Periédico Aperiédico

<C

@ Dominio

2 \

o Tempo FS Fi

S

7
real a,, b, A(o), B(o)

Frequéncia " .

complexo C, I C(w) I

Manuel A. E. Baptista

==

FT
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mm) espectro continuo

s(t) 2T

T

<
<

A 4

t
Trem de impulsos, largura 2 t = 0.025

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Espagamento na Frequéncia —0 !

27 [\IS(PI

FT

Da Série - FS para a Transformada - FT

FS tende para FT quando o periodo T aumenta: 1 &lad

08 |

0.6 Q

T=0.05

e

0 50 100 150

Manuel A. E. Baptista

200

Nota: |ax|—»2 agp com k—0 = 2 ap é tragado em k=0

10
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s Obtencdo da FT a partirda FS
(@) ~
E Definigdo de FS Af = Ao/(2r) = 1T c T/2 y
E [ - \ espagamento na frequéncia rwk = ch = IS(t)-e J W gy
< . -T/2
% ck:l' _[s(t)~e'1kwtdt 2 < .
© 2 S)= YT, o) !
o
w | s(t)= ch elkwt g W) =00
2\ Y,
= Com Af -0, troca-se Af, ok,
por df, 2n=f, I
—~ T/2 , o
ck = Af - J's(t)-e'J Wity =cy,

.j§ 1 < -T2 — Definigédo de FT

@ o0 i

@ i = lim T st)-e1W gt

¥ st= Yow, el Ut |07y mgTe IO

5 s(t) = js )-el2T it g

Departamento de Informatica
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FT & Delta de Dirac

Definicao de 6 Dirac
- R

0,ift=tg
o(t—tg)=
undefined, t=tg
b y(tg).ifa<tg <b
[y®)8(t-tg)dt =
a

A FT dum impulso & (Dirac) € uma
exponencial complexa

” Assim

FT do Dirac 6

+00

jy(t)é(t—to)dt= y(to)

propriedade

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

0, otherwise
\_ N

=2md(w—-0a)

(T{ét to)}-e 121 H e

FT{ —i_zwa(t —KkT)
k=—o0 %

i.e: Fungcdo de Amostragem, Shah(T)

Manuel A. E. Baptista

/ FT dum trem infinito de impulsos o:

_ Y eimwT 2T
m=-—o0 T

Nota: 6 & L] = fungbes “generalizadas “

)

+00
M =-—00 T t
/T

[

= LJ(T) ou “comb”

>/
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s Transformada de Fourier - FT - Propriedades
C'E> Tempo Frequéncia
%‘ Linearidade a-s(t) + b-u(t) a-S(f)+b-U(f)
+00
9 Multiplicagio s(b)-u(t) [s(E-Fyu(f)df
3 +oo -
E Convolugio J's(t—t)-u(t)dt S(f)-U(f)
(@] -00 B . -
2 Deslocamento em t s(t—t) e 1 2T Mg
=
E, Deslocamento em f eTI2T o) S(f -f)
wn
Inversao no Tempo s(-t) S(-f)
Diferenciagio <) j2nf S(f)
% i Identidade de Parseval [ h(t) g*(t) dt = [ H(f) G*(f) df
@ g t
B Integracio [[s(u)du S(f)/(j2nf)
] % -0 +00 +00
i8: Energia & Parseval’s E= j |s(t)|2dt= j |S(f)|2df
is t-to-f invariant) -0 -0
Departamento de Informatica www.m.ip\.::t
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FT — Principio da Incerteza

Teorema Larg. Banda
Para duracao efectiva At & Larg. de Banda Af Principio da Incerteza de
Jy>0 AteAf> Fourier

Produto incerteza

Para Sinais de Energia:
E=/ |s(t)|2dt = [|S(f)|2df < =

Define valores médios

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

2 1 o 2 177 2 |
te=— |t-ls@®)["dt  F2=—. [f.|S(F)|° df
= Jtis) = (s
—0 —o0 y
Define desv. pad \> = AteAf > 1/4n
+00 ~+00
o 2 _ 1 T 2 2 1 : 2
: At? = [a-1)s]°dt  af = j(f—f)-|3(f)| df
o —© —0
@ y
ui
<
2 | li ~ » Limited accuracy on simultaneous observation of s(t) & S(f).
= MplICacoes » Good time resolution (small At) requires large bandwidth Af & vice-versa.

14
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E
s FT-Exemplo
E °8 T s ) [ S(f) = 2t Syax SYNc(2f7) ] FT de 2t-Janela
u s Rectangular
o .
ﬁ 1 ~. 4 s(t)
8 0.4
& T=04
" 0.2
(m)]
2 >
E -T T t
a Incerteza de Fourier
T R Escolha )
10 At = |[s(t)/s(0) dt| = 2t

s | Af = |[S(f)/S(0) df|=1/(21) = metade da distancia
8 entre os 2 primeiros zeros (f, ., = £1/2t) of S(f)
i T entdao: At-Af=1
< & /
H T Grafico Power Spectral Density
= /Hz _ (PSD) vs. Frequéncia f.
. -20 -10 0 10 20 Note: As fases n&o sao importantes
Departamento de Informatica www.m.ipv.:t
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s FT — Espectro de Poténcia |
g Power Spectral Density, PSD(f)
= = dE/df = [S(f)]|?
s PSD()
§ 0/ POTS
g ';g - Bandas PSD dos Sinais Telefénicos
O 20 -
o 80 US ADSL DS ADSL
o -40 |
V)
< -50
> o | HPNA
& -70
« -80 F
_90 L 1 1 1 1 -
100Hz 1KHz 10KHz 100KHz 1MHZ 10MHz
POTS = Voice/Fax/modem Phone US = Upstream
HPNA = Home Phone Network DS = Downstream

A partir do espectro de poténcia, pode-se saber se 0s sinais coexistem sem interferirem.

Manuel A. E. Baptista
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FT — Formas de Onda mais importantes

F = [ Fytireien 52 Fptis) = [% foreot gt

1= - T
| | rectLw [ 100<TD) L sT T
T T'[nm»mj Teng g ™ T z =|-%Zx@-u
-F 3 Dl
0

0 = [ Fytiwrein 52 Fplio) = [ fonei gt |

dr_Ir 2r dr =
TF TT =T e (Complex)
! E E s g 0 (lwl< F
du; = --'I—r T rect ;_‘!' - [ @ T) 1 ‘k = -
T-aT-1 0 T ar T ToLT (> §) cos wyt T [#lw = wpy) + Sl +ey)]
¥ \&/2° N/ :
.
1— 1
f’JD {1~'¥ u<m - rzt s
— = —_—
- o =T s T > v - sin Wyt T 181w = wy) = Slw + wy)] {Imaginary)
- i 3
! il: T T - -
P S By +1 JL =, E S1t=-AT) ?r_' E ‘(“_"f!'zj ™,
- Ke-a s
-4 -
r

-3T2T-T 0 T 2T 3T -_; ety = E pdT Srdr e 0 2r dsx
i '

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
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Transformada Discreta de Fourier no Tempo - DTFT
DTFT definida como: Nota: dominio continuo da frequéncia! (fungdo densidade
da frequéncia)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

|
| |
.21kn I
N-1 _ I
EkZ%ZS[n]eJ N Tf:H_.II T?,,.:‘l ,

n=0 1 ! 1 : n

r.'é\(’e +00 ) A
AN S(f) = Zs[n] .e—j2'|Tfn o .
L N=—oo Para sinais aperiodicos
J
s[n] T 1 period
(-060 1 211 . A
& s[n] = [s(fe 2™ Naf l l [
™
: : / [ ool tofll 1y,
} | I
s «— S[n] A
§ Obtida a partir DFS com N — o0 -—-- N
<
g

18
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DTFT - Convolucao

Sistema Digital Linear Invariante no Tempo: obedece ao principio da sobreposigao.

d[n] h[n]
1 DIGITAL . .
4>{ LTI }—> h[t] = resposta impulsional
SYSTEM
0 n 0 n

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Convolucao

[n] = hin] = > x[n —m] -h[m]

o0

m=0

DTFT(8[n])
Al
DIGITALLTI
0 f= X[n] SYSTEM ylnl
h[n]
i x[n] h[n] y[n] =
= X(f) H(f) Y(f) = X(f) - H(f)

19
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%

2

Multiplicagao s(t) by

s”[n]

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

iesstiih

- 2003-2004 ;j:fsb

s DTFT - Amostragem/Convolugéo

o

% Tempo Frequéncia

$  s[n]*u[n]< S(f)- U ,

g s[n] - u[n] < S(f) » U(f) s(t) s(f)

E (Das propriedades da FT)

‘é’ T= f:

E e ~N _:5<_ u(t) _pgfs o 1 U

7 Amostragem b 4 4
[T L]

g 1

S“(f)

Shah = LLi(t)
J

»
>

n

MAAA.

Departamento de Informatica
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Resolucao na frequéncia

~

Manuel A. E. Baptista

Departamento de Informatica

Impulsos da DFT localizados nas frequéncias de

e

DFT ~ filtros passa-banda centrados em f_

2. 2003-2004 Effgj
s Transformada Discreta de Fourier - DFT

(@)

= DFT definida como:

> )

G N ek é\&g@ N1 2TKD

g % Ck=y2shle N sinj= > Sk-e N

= | N oo k=0

a

&

‘ analise f |
m-TIg

=——=> m=0,2..N-1
mON

—

Frequéncias em analise fm
[f

» Aplica-se a sinais discretos no tempo e na frequéncia.
» A mesma forma da DFS mas para sinais aperiodicos:
sinal tratado como periddico apenas para efeitos computacionais.

~ ~

Nota: ¢, = ¢k © 0 espectro tem periodo N

21
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DFT - impulso & sinusoide $

a) Impulso rectangular, largura N s[n]

1, se 0<n<N-1
rin] =

I!* -5 012345678910 n
0 N

1 ~ 1
el

0, outros

c = (1/N) eI KN-DN gin(rk)/ sin(rk/N)

0123456782910 k

b) Sinusdide real, frequéncia f, = L/N
i.e. L completa ciclos em N pontos amostrados

cos[n] = cos(j2nf,n)

¢ = (1/N) eM(Nfg-k)}-(Nfo -KIN} (14 sin{m(Nf,-k)}/ sin{m(Nf,-k)/N)} +
(1/N) eM(Nfg+k)-(Nfg+k)/N} (1) sin{m(Nf,+k)}/ sin{m(Nf,+k)/N)}

22
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DFT - Exemplos

T T
a. Sinc

T T T
b. Rectangular pulse

f

o

El

lal

g

<

0 gl 1 r

T !
i |
1 |

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

0 16 32 Sﬁmleﬁgumir 96 12 127 0.1 (Iliiequencﬂ),’ii 0.4 0.5
Os tracados DFT sdo e G | [ Gain]
versdes amostradas da g ™
DTFT janelada. 4 0
% I 10
< o £ \L
2 1 i ‘
g 2 1 -5
0 16 32 s :ﬁ] ple():um;?r 96 12 127 0 0.1 %iequenc{;? 0.4 0.5
23
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= - N
s DFT - Propriedades
o Tempo Frequéncia
2
<
(%)
g Linearidade a-s[n] + b-u[n] a-S(k)+b-U(k)
o
& 1 N=1
= Multiplicacao s[n] -u[n] N > S(h)U(k -h)
(%) h=0
< N-—1
>
b Convolugio >~ s[m] -u[n —-m] S(k)-U(k)
a m=0
Deslocamento em t s[n - m] _jmem
e T .S(k)
N 2mht
Deslocamento em f e J T .| S(k-h)

Manuel A. E. Baptista

24
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s DTFT vs. DFT vs. DFS
=
w s[n]
NGV
2
Q
&
EJ s"[n] 4 - - ”
Mernllte,
5 rTTrT TrTTrT I
T
(a) Sinal discreto aperiddico. (b) Transformada DTFT - modulo.
(c) Versao periodica de (a). (d) Coeficientes DFS = amostras de (b).

(e) AlInversa de DFT estima um unico periodo de s[n]

Manuel A. E. Baptista

f) A DFT estima um unico periodo de (d).

25
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DFT — leakage

Leakage Spectral components belonging to frequencies between two successive
frequency bins propagate to all bins.

Ex: 32 impulsos da DFT da sinuséide 1 Vp, amostrada a f=32kHz.
Resolucao/frequéncia 1 kHz.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Input frequency = 8.0 kHz / (a)
(a) Sinusdide - 8 kHz
g g / \ /\ A
3 4 12 13 Freq
(kHz)
(b) SIHUSOlde - 85 kHZ Input frequency = 8.5 kHz .. lI 1017 (b) ’
i I\
: P, VA BV, ST
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Freq
'§- (kHz)
ui . L. - 14.05
< (C) Sinusodide 8.75 kHz Input frequency = 8.75 kHz (C)
g 515 ._
]
= — ey T /\/1 I \/' e
3 4 5 6 7 8 12 13 Freq
(kHz)

26
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[s[n] -u[n] & S(f) * U(f)

(Convolucgao)

1. Cosine wave

/\ /\10 sec

i 2003-2004

= .

s  DFT — Exemplo: leakage

o

= s(t) FT{s(t)}

:éz 0.25 Hz - Co-seno

g S 10 sec

g 5 \?vzr\:wepled windowed o"-._l l }_.-'1 *-._! l 1_,-* 114 t

"5 _
‘2 —Fn = —1/2A1% Fn = 1/2A1
=

5

";/ o |
A AVAVAVEEE- -

Manuel A. E. Baptista

O Leakage é causado pela amostragem num numero n&o inteiro de periodos!!!

27
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DFT — Amostragem Coerente

s(t)

0.2 Hz Co-seno FT{s(t)}

5. Sampled windowed
wave

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

[s[n] u[n] < S(f) . U(f)

(Convolucgao)

1. Cosine wave

VINVANA

—t Vi t —{
0 1
’! 10 sec I 0 I
7 —0.2 0.2

Manuel A. E. Baptista

Coherent sampling: N input cycles exactly into Ng = N¢, (fs/fiy) sampled points.

28
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DFT - Transformada Discreta de Fourier

Considere a sequéncia finita x[n] e a periddica associada X |[7]
xX[n]= Zx[n—rN] ou x[n]=x[((n))y]

Se comprimento de x[n] £ N

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

{%[n], 0<n<N-1

0, outros

Pela propriedade da Dualidade da DFS

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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DFT - Transformada Discreta de Fourier

(k] | XKD 0<k<N -1

0, outros

~~

ou X[k]:X[((k))N]

Podemos definir a DFT de N pontos:

Temos que: { ~

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

N-1
— 'kz_;r
Eq. de analise: X[k]= x[n].e Jk 3Fn
i | =/
ui <
;;:.é , 1 N_l 127
E m Eq. de sintese: x[n] _ —Z X[k],eﬂ‘T”
N =

30
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5 DFT - Transformada Discreta de Fourier

3

'E 1 N-1 e 2x N-1 e

2 =) X[kl X[k]= 3 xnl.e 5"

S N = o

<

E Interpretagoes:

- )?[k], DFS de x[n], € uma amostragem do espectro X(w)

-X[k] uma amostragem de 1 periodo de X(w) espectro do sinal ndo periddico.

-X[k] € um periodo do espectro X [k] do sinal X[n]periédico associado

Manuel A. E. Baptista

31
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Exemplo:
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Figure 8.10 [lllustration of the DFT. (a) Finite-length sequence x[n]. (b) Periodic

sequence x[n] formed from x[a] with period N = 5. (c) Fourier series coefficients 2r 1

X [k] for ¥[n]. To emphasize that the Fourier series coefficients are samples of the
Fourier transform, | X (g/«}| is also shown. (d) DFT of x[n]
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DFT — Sinais sinusoidais
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DFT Sinal limitado em frequéncia
com limitac&o igual ao periodo.
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Fig. 6-3(e).
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Figure 6-4. LExpanded illustration of the convolution ol
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Figure 6-3. Discrete Fourier transform of a band-limited

periodic waveform: truncati

ion interval equal to period.
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DFT Sinal limitado em frequéncia.
com limitac&o diferente do periodo.
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2 DFT - Propriedades
o)
= Linearidade: x[n] <2 5 X (k]
=
2 x,[n] 2T X (k]
Ll
3 a.x,[n]+b.x,[n] <2 5 g X [k]+b.X,[k]
" N, >max{N,,N,}
()]
<
=  Deslocamento Circular: x[n] <Y 5 X[k]
|—
wn
7 .
x[(n—m)), ] «ZLD 5 X[kle ¥
0<n<N-1
Wk Dualidade: x[n] « 2N 5 XT[k]
iy
H _ DFT(N)
§ X[n] «—="=> N.x[((=k)) ]
0<k<N-1
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DFT - Convolucao Circular
Nada mais é do que a convolucao periddica considerando sinais de duracao
finita x,[n] e x,[n]

0
Linear: x,[n]* x,[n] = le[m]-xz[n_m]
Sinais ilimitados m=—w

N-1
Periodica:  X,[n] ®X,[n]= ) X [m].x,[n—m]
Sinais periddicos M =0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Circular:  x[n]® x.ln]= ¥ x[(m)y 1x6[((n—m)),]

Sinais limitados

x,[n] =2 X [k]

X,[n] =2 X, [k]

Manuel A. E. Baptista

x,[n] @ x,[n] s X, [k].X,[k]
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DFT - Convolucao Linear

A=

Existem algoritmos muito eficientes p/ calculo da DFT algoritmos de FFT -
Fast Fourier Transform

Pelo que, é eficiente implementar a convolucéo de 2 sinais através dos
seguintes passos:

1. Calcular as DFTs de x,[n] e x,[n], X,[K] e X,[K]
2. Calcular X;[K]=X,[K].X,[K]
3. Calcular IDFT de X;[Kk], x5[n], obtendo:

x,[n]=x,[n] ®x,[n]

Porém muitas vezes desejamos: X,[n] = x,[n]* x,[n]

ey
W L
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1
L

Sendo: x,[n] de compriment o L

x,[n] de compriment o P

O resultado da convolucéo circular de N amostras sera igual a convolugao
linear se:

N>L+P-1

Porém, se um dos sinais tiver comprimento indeterminado (processamento
em tempo real).

Dois métodos implementam uma forma eficiente de calculo da convolugao
linear através da DFT.

Overlap-add e Overlap-save

42

www.EET.ipv.pt




N
o
o
¢
N
o
o

_|-h

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista

- Resumo das Propriedades

Finite-Length Sequence (Length V)

N-point DFT (Length N)

1. x[n]
2. xqi[n], x2[n]
3. axp[n] + bxz|n|
4. X[n]
5. x[((n —m))a]
6. Wy"x[n]

N1

7. Y wlmnl((n - m)a]

=[]
8. xilnlxln]

9. x*[n]

10. x*[((-n))n]

11. Relx[n]}

12, jTmix[n]}

13, xepln] = L {x[n] + = [((—n)n]}
14, xgp[n] = Lxfn] = £*[((—n)NT}

Properties 15-17 apply only when x[n] is real.

15, Symmelry properties

16.  xepln] =
17, xgp[n] =

{x[n] + x[((=n))n1}
{txln] = x[((—m)w ]}

1
2z
1
2

X[k]

X[kl Aa[A]

a X1[k] + bXo[k]
Nx[((—&)w]
W™ X (k]
X[((k— £3)n]

X[kl X2[K]

N—1
lN Z X1(6) Xa[((k — )]

=0
X (k)]
X*[K]
Xeplk] = LX[((K)N] + X [((—R)N])
Xoplk] = LIX[(()n] — X*[((-R)w])
Re{ X[K])

JTm{ X[k])

X[K] = X*[((—k))w)
Re{X[k]} = Rel X[((—k)~]}
Im{X[k]} = —Tm{X[((—=k)x])

I XK = | XT((—k)~]I
UX[K]} = =< XT((—K)wT}

Re(X[k])
jTm{ X[k}
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