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A 1. Introducéo ao Processamento Digital de Sinal

§ 2. Representacio e Analise de Sinais

é 3. Estruturas e Projecto de Filtros FIR e IIR

<

E 4. Processamento de Imagem

% 5. Processadores Digitais de Sinal
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Avaliacao:

A avaliagcdo € composta pela componente tedérica e componente pratica
ponderadas da seguinte forma:

Classificacdo Final = 80% * Frequéncia ou exame + 20% * Pratica

O acesso ao exame nao esta condicionado embora ndo tenha funcao de
melhoria, ou seja, se o aluno entregar a prova de exame, sera essa a
classificacado a utilizar no calculo da média final independentemente da nota
da prova de frequéncia obtida.

A avaliagao pratica € constituida por trabalhos laboratoriais a executar
em MATLAB

4
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2. Representacao e Analise de Sinais (cont.)

* Analise de Fourier - Sumario
— Janelas da DFT
— Resolucao da DFT - melhoramento
— Calculo eficiente da DFT: FFT
— Consideracgoes: Analise espectral

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
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DFT — Caracteristicas das Janelas

+ Sequéncia Discreta Finita = O espectro é convoluido com o espectro duma janela
rectangular.

* A quantidade de leakage depende da janela escolhida, e da forma como o sinal se ajusta na
janela.

(1) Resolugéao: capacidade de distingao dos diferentes tons — Inversamente proporcional a
largura do Iébulo principal. Objectivo: a mais elevada possivel.

(2) Pico —nivel do I6bulo lateral: resposta maxima fora do I6bulo principal.
Determina se os sinais pequenos sao escondidos, pelos vizinhos mais

fo ﬁ
Objectivo: 0 mais baixo possivel. /(3)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

(2)\

(3) Decaimento dos Iébulos laterais: N 0

decaimento dos Iébulos laterais por %
£ década. Compromisso com (2). °
B o
© =]
" Usam e varias janelas (dependentes da | ‘&
< aplicagdo): Hamming, Hanning, S gol- -
g Blackman, Kaiser ... = - Janela Rectangular
= L

10055 0 0.5

Frequency

6
Departamento de Informatica www.EEipv.pt




2003-2004 !ﬁ"f
DFT das principais janelas

Rectangular
A Janelacao (Windowing) reduz o leakage 1 .
através da minimizagdo do médulo dos £ ool 8 0
|6bulos laterais. B OAb i 5
0.2 = -80
No tempo reduz as 0 |

T pg  -100

Hamming

15

o

10
Sample

descontinuidades dos pontos

~ N L

terminais.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

A @ -
Sequéncia Amostrada g o8 s
< > Z 06 b=
Hi) i £ 04 g
0.2 £
~ 0L -
Nao Frquency
Blackman
Janelada _ Blaclanen B
1 .20 .................
gos a0 N
Z 06
£ 04 -60
Eo.
0.2 : 80 |-
0 -100,
0 5 10 15 20 0.5 0 0.5
Janelada Sample Kaiser p=8.96 Frequency

/

Algumas fungdes de Janela ==

Manuel A. E. Baptista

0 5 10 15

Sample Frequency
7
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s DFT — Escolha da Janela
E Caracteristicas das Janelas mais Comuns
Ll
<§( Tipo de Janela -3 dB Main- | -6 dB Main- | Max sidelobe | Sidelobe roll-off
ﬁ lobe width lobe width level [dB/década]
8 [impulsos] [impulsos] [dB]
g Rechngu]ar 0.89 1.21 -13.2 20
A Hamming 13 1.81 41,9 20
‘é’ Hanning 1.44 2 -31.6 60
= Blackman 1.68 2.35 58 60
n
Sinal Observado Lista de objectivos da Janela

Far & strong interfering components = high roll-off rate.

Near & strong interfering components = small max sidelobe level.

Accuracy measure of single tone = wide main-lobe

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

NB: Um forte componente DC pode tapar os pequenos sinais na sua vizinhanca. Remova d!
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DFT — Correccao das Perdas da Janela

Smooth data-tapering windows cause information loss near edges.
( )

I— 2 x N samples (input signal) __|

Solucao: |

sliding (overlapping) DFTs. m

- Attenuated inputs get next A@

window’s full gain & leakage §

reduzido.
|-4 DFT #3 ;

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

&8 ° Normalmente um overlap de 50%
k. ou 75% (depende da largura do — _/
u<Jj I6bulo principal). 5
g DFT AVERAGING )
Inconveniente: incremento do
tempo de processamento total.
9
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DFT - Adicao de Zeros

Melhora os espagamento inter-amostras na frequéncia da DFT (“resolucao”).

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

8
1
6
0.5
/{‘\ /C\ time 4
0: } } —> 2
1
1
0.5
time
(o R A g

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

m-fS

Ap0s a introducdo de impulsos fm = Neo +L
S

Manuel A. E. Baptista

@ frequéncias
Ng = amostras originais, L = padded.
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DFT - Adicao de Zeros (2)

Resolugao espectral da DFT
— ~

Espacamento inter-amostras na
frequéncia: incrementado pela adicao
de zeros (“espalhamento da frequéncia”
da DFT devido a mesma frequéncia f)

Capacidade de distinguir duas
frequéncias muito proximas: ndo &
melhorada pela introdugao de zeros!

* A adigcao de zeros no dominio da frequéncia, aumenta a taxa de amostragem no
dominio do tempo. Nota: so funciona se o teorema da amostragem for satisfeito!

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

» Qutras razdes para a adigdo de zeros: para obter um numero de amostras igual a
uma poténcia de 2 (ver FFT).

s
2
a
@
wi
< ..
g NOTA: | Introduza zeros ap6s o janelamento (se for o caso)! Caso '
s contrario, os zeros irdo distorcer parcialmente a funcao da 5 )
janela.
11
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DFT - scalloping loss (SL)

A frequéncia de entrada f, entre os centros

. i Aqui estamos com
dos impulsos provoca perda de modulo

<
=
1~
a
o
=
Ll
=
< sorte!!!
(78]
L ~ ~ - —
8 SL =20 I‘0910(|C""'kmax /Ckmaxl) 7”"37/‘--\7/‘-\'./ \‘. ',f \!/\Tm!’—ﬁ“‘“!-—-ﬁ-
e 3 4 5 6 9 10 11 12
nr bin, k
a O pior caso quando f, cai exactamente a
<§t meio entre 2 impulsos sucessivos (|r| SL rrrrrs -
=
2 fo= (Kmax * 1) fg/N Ir| <%
NSNS -w-\A ! D
Erro na frequéncia: &=r fg/N,
3 4 5 6 12 13 bin, k
Erro relativo: eg=g;/ fy = r/[(Ka+)] o _kmax
] H
z S (142 Kpay) fo
©
1]
< 1 Nota: As janelas nao rectangulares alargam o
=
a I ~ Il
0s dados (fy errago!) A correc¢do depende da janela usada!l!
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— SL - correcgcdo
* aumentando N (?)
* melhorando o janelamento,
+ adicionando zeros,
* interpolacao a volta de kma)&

Manuel A. E. Baptista

DFT - SL : Exemplo

0.5

Correcgao DC,

Janela Rectangular,
Adigao de Zeros,

FFT

400

500

0.75

0.5 [~

Correcgao DC,
Janela de Hanning,
Adicao de Zeros, FFT

50 100

150

200

250 300 350

t
400

450 500

13

Departamento de Informatica

www.EET.ipv.pt

2003-2004

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista

1.968

1.967

1.966

1.965

1.964

1.963

1.962

Janela Rectangular

198

199 200 201

202

do pico (i.e. frequéncia).

203

0.977

0.976

0.975

0.974

DFT — Interpolacao Parabdlica

Janela de Hanning

199

200 201 202

» Existem outros algoritmos dependendo dos dados.

203

204

> A interpolagao parabdlica, € em geral suficiente para determinar a posicao

14
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DFT - Méedia

Média Incoerente

_ ‘DFT1(k) ‘+---+‘DFTM(k)‘
M

DFT incon (K)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Média Coerente

M = N°. de DFT para a média

k = namero impulsos, k=0,1..N 1

IHE> Reduz as flutuagdes do ruido de fundo, e a energia média do ruido n&o ¢é alterada.

Re{DFT4(k)}+--- +Re {DFT(K)}

' Im{DFT4(k)}+ -+ Im{DFT (k) }

M

M

Manuel A. E. Baptista
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DFT - Calculo eficiente: FFT
«
of N _jZ“Nk” 1 N=1 o | W= twiddle factors
| oK ZNEOS[”] © TN I 01 N

Calculo directo da DFT redundancia

>

Wk fungéo periddica calculada muitas vezes.

I}

22’

W

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

O calculo directo da DFT necessita
de ~N2 multiplicacdes complexas.

complexidade O(N?)

Manuel A. E. Baptista

W86,k
W85,k

Algoritmos (= FFT - Fast Fourier Transform) desenvolvido para calcular N
pontos da DFT com ~ Nlog,N multiplicagdes (complexidade O(Nlog,N) ).

16
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DFT — Calculo eficiente

Complexidade Computacional:

Medida através do numero de x, + , e € proporcional ao tempo gasto para
executar um algoritmo.

Porém: outros factores: quantidade de memaria requerida operagdes
transcendentais, raiz, log, etc.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Em VLSI: consumo, area de chip sao factores importantes para escolha de um
algoritmo.

Algoritmos de FFT: revolucionaram a area de processamento de sinais
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DFT - Calculo eficiente

N-1
X[k1=) x[n]lWy  k=12,.,N-1
n=0 Y &2
1 N-1 WN =€
x[n]=—=—> X[klWy" n=12,.,N-1
N =

Como as equacgoes diferem apenas do factor de escala N e do sinal do
expoente de W\, a teoria utilizada p/ calculo da DFT aplica se também a IDFT

Calculo directo:
- como x[n] pode ser um sinal complexo, para calcular N amostras do sinal X[k]
sdo necessarias N? multiplicagdes complexas e N(N-1) adicdes complexas

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

ou

- 4N? multiplicagbes reais e N(4N-2) somas reais, além de mais memoria para
armazenamento de N amostras complexas de x[n] e dos coeficientes W/
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DFT - Calculo eficiente
A maioria dos algoritmos de FFT exploram as seguintes caracteristicas:
1) Simetria complexa conjugada: WA’,‘[N_”] = W]Qk” = (W;” )*

2) Periodicidade em ke n : Wlé‘” = W V) g G

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Exploram ainda a decomposicao de uma DFT de N pontos em DFTs de
comprimentos menores

Algoritmos:

» Goertzel(1958): O(N?)

» Cooley - Tukey(1965): Deu origem a decimacao no tempo

» Sande - Tukey(1966): Deu origem a decimagao em frequéncia.

Manuel A. E. Baptista

19
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempoa

Decomposicao sucessiva de x[n] em parcelas menores

Diversos tipos: mais classico: para N poténcias de 2

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x[n] de N pontos é dividido em 2 sequéncias de N/2 pontos compostas pelos
n impares e n pares

N-1

X[k]1=) x[n]Wy

n=0

X[k]= D x[n]Wy + > x[n]Wy"

n par n impar

Manuel A. E. Baptista

20
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempo

X[k]= D x[n]Wy + > x[n]wy

n par n impar

Mudando as variaveis: n=2r  para n par
n=2r+1 para n impar

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

(N/2-1) (N/2-1)
X[k]= Zx[2l”].W]5rk + Zx[2r+1].W]§2r”)k
r=0 r=0
2 (N/2-1) (V/2-1) r
XK= Y a2n w2 ) wl Y a2een )
3 r=0 r=0

Como: W2 =W, 6 Podemos reescrever:

21
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempo

(N/2-1) " (N/2-1) ok
Xtkl= Y a2r 1w ) e wE S x2r+11.W2)
r=0 r=0
(N/2-1) (N/2-1)
X[kl= D x[2r]W), + Wy > x[2r+110,},
r=0 r=0

X[k]=G[k]+ W H[k] k =0,,2,.., N -1

x[0] o—— X107
Wy

oo x[1]
T
2 o !

x[4] o——A7 DFT 2] X|2]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

= G[3 Wi
%_ x[6] o—— ) X[3]
i [1] o——7 X[4
< ¥ H[0] W;I]
E 3] o—>—A X
é *E — — point H[1] Wi 5]
() i DFT f6l
H[2] v
Ble—= X[7]

22
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Manuel A. E. Baptista

(N/4-1) " .
Glkl= ) gl201Wy, + Wy,
[=0
(N/4-1)

DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacgao no Tempoa

Aplicando o mesmo principio para o calculo de G[k] e H[K] -> DFT(N/2)

(N /4-1)
Z g2+ 11Wy,,
1=0

(N /4-1)

Hlkl= D hR20W\, + Wy, D h2I+11W,,
=0 =0

e 5 _ > &10]
.-Br_ — point V{:E
e DFT -—0 G[1]
o W2 G[2]
2 point e
<6 DFT 0 (7 [3]
e Waim

&)

23
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Temos:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista

DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempoa

x[0] o—— N
‘I — point
DET

x [4] o=

x[2] o—

f point

DIrr

x[6] e—=—

x[1] e—

% — point

DET

x[5] e—

x[3] o——

%— point

DFT

x[7] o—=—

E assim sucessivamente até chegar ao calculo da DFT(2)

&)

24
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacgao no Tempoa

DFT de 2 pontos:
1

X[k]1=) x[n]Wy

X[0]= x[01.,2° + x[1]W.>" = x[0] + x[1]
X[1]= x[0]7,}° + x[1].W)" = x[0]— x[1]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x[0]

Manuel A. E. Baptista

x|4]

25
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5 DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimag&o no Tempo
o
@) ; . ~
% Diagrama completo p/ DFT 8-pontos decimagéo no tempo:
= x[0] X[0]
% Wy
O
) x[4] X[1]
& vl
a x[2] X[2]
5 x[6] X[3]
v W.’:J
x[1] X[4]
>/{\ W

g x|5] wa >< X[5]

g‘ wl, 7

B x[3] X[6

3 1 W Wi \:W_.ii 5

. S 7 =t

Notar que a complexidade computacional é: N.log(N)

26
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempo

Reduzindo ainda mais a complexidade computacional:

Célula basica de computacéao: butterfly

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

P

Como: WD =i W =W (=1)

(rm — 1)st mth
stage stage

Manuel A. E. Baptista

;
W

27
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimagao no Tempo

Assim, temos o Algoritmo Completo
x[0] =

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Obs:
- Complexidade computamonal, O(N.Iog(N)),

- Computacéo In-Place, uso da mesma memoria p/ entrada e saida;
- Ordem do sinal de entrada x[n]

Manuel A. E. Baptista
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Ordenacao Bit-Reversa

X[0] = x[0]
X[1] = x[4]
X[2] = x[2]
X[3] = x[6]
X[4] = x[1]
X[3] = x[3]
X[6] = x[3]
X[7]=x[7]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacgao no Tempoa

&)

X[000] = x[000]
X[001] = x[100]
X[010] = x[010]
X[011] = x[110]
X[100] = x[001]
X[101] = x[101]
X[110] = x[011]
X[111] = x[111]

29
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia
Decomposicao sucessiva de X[k] em parcelas menores
Diversos tipos: mais classico: p/ N poténcia de 2

X[k] de N pontos ¢é dividido em 2 sequéncias de N/2 pontos compostas por
k impares e k pares

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

N-1
X[k1=Y) x[n]wy"
n=0
N-1
X[2r]= Z x[n]W " P/ X[pares]
n=0

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

Que podemos escrever como:

30
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia

N-1

X[2r]= Z x[n] W% Pl X[pares]
n=0
Que podemos escrever como:
N/2-1 N-1
X[2r]= D x[n]Wy" + > x[n]wy"
n=0 n=N/2

Substituindo as variaveis no 2° somatorio
N/2-1 N/2-1 ) N
X[2r]= Y [0l + > xn+ V4 W20

n=0 n=0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Notando que: ~ W "™V =w 2 wiN =wi" .1

©
I
7]
3
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

N/2-1 N/2-1
3 Logo:  X[2r]= D x[n]Wy" + > x[n+ Y41 W™
‘ b 1 | n=0 n=0
¥ 1 31
Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt

g
Lt

Fy %
2003-2004 ifSD

DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia

Lembrando que: Wim = W]G”/Z
Temos que: N/2-1 N/2-1
X[2r]= > x[n]Wy" + Y x{n+ V40"
n=0 n=0

Pode ser escrito como:

N/2-1

X12r]= > (x{n]+x[n+ 1),

n=0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

De modo analogo p/ k impares podemos escrever:

N-1
X[2r+1]= Z x[n] WY P/ X[impares]

n=0

©
I
10
£
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

Que podemos escrever como:

- 32
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Substituindo variaveis no 2° somatorio

Fy %
g 2003-2004 {fsf)
2 DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia
O N-1
E _ n(2r+1)
: X[2r+1]= Z) x[n]W, P/ X[impares]
g Que podemos escrever como:.
% N/2-1
a X[Zr + 1] — Z x[n] Wn(2r+1) 4 Z x[n] Wn(2r+1)
< n=0 n=N/2
=
7

X[2r+1]= 3 an]lWy@ 0+ 3 xln+ 41020
- n=0 n=0
i Notando que: 7 (n+N/2)2r+1) W]Q"(zr”).WA(fzm)% =Wy (-1)
< &
EE N/2-1 - N/2-1 -
Logo:  X[2r+1]= Zx[n].W;( D Zx[n+%].W]$( s
n=0 n=0

N/2-1

N/2-1

Departamento de Informatica
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Para k impares:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

g1

x[0]

//gm

x[1]

'

//g 2]

x[2]

:

(3]

x[3]
URE v

o

\

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

L

A3 W\

-1
’w] w3

aestigiy

DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia

N/2-1
X[ZI" —+ 1] = Z (x[n] — x[n + ]%]).W]\V;(zr+l)
n=0
N/2-1
X[2r+1]= Z (x[n] = x[n+ Y)W 2" W
NIz
X[2r+11= Y (x{n]—x{n+ )Wy Wy,
n=0
——0 X[0]
itk e
D ——o X[4]
:23 Para k pares:
= N/2-1
Lo X2 = Y (] [+ DV
n=0
o X17]

Departamento de Informatica
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia

Aplicando o mesmo procedimento paro o calculo da DFT N/2 pontos

EM-- Oind
4 P

DIFr 0 X[4]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

— — point

G s
S poini

DET . geg X15]

Manuel A. E. Baptista

i point
T

sl g B i
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DFT — Calculo Eficiente - Algoritmos de Decimacao na Frequéncia
E assim sucessivamente até a DFT de 2 pontos, calculada por:

X, 1lp] —o X,[p]

W
X, algl % st o]

Algoritmo completo p/ DFT(8) decimacédo em Frequéncia:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x|0]

Obs: 2
-O(N.log(N))
-Computacao In-Place
-Saida bit-reverso

x[5]

Manuel A. E. Baptista
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DFT — Calculo Eficiente - Convolucéao
N-1
= kl.h[n—k
Método Directo: yn] oo Xkl in - k]

N>N,+N,-1=2N -1
Complexidade: O(2N?)

Por FFT: x[n] 222N 5 x1k] Y[k]= X[k].H[k]
h[n] FFT (2N) >H[k] Y[k] IFFT (2N)

> y[n]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Complexidade: O(3.2N.log(2N)+2N)

TABLE 13-1 CompuTING TIMES IN SECONDS

P N Direct Method FET Method Speed Factor
7]
'§- 16 0.0008 0.003 0.27
ui 32 0.003 0.007 0.43
< 64 0.012 0.015 0.8
5 128 0.047 0.033 1.4
2 256 0.19 0.073 2.6
g 512 0.76 0.16 4.7
1024 2.3 0.36 T3
2048 11.0 0.78 14.1
4096 43.7 1.68 26.0
37
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FFT: Fast Fourier Transform

« E um algoritmo com complexidade logaritmica para o calculo da DFT; ndo é
outra transformada

» Para valores elevados de N € muito mais eficiente do que a DFT

« Existem algoritmos de decimagao no tempo e na frequéncia (ja visto!!!)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Numero de multiplicagcdes complexas para vectores com N pontos:
.DFT- N?
«FFT - Nlog>(N)

Manuel A. E. Baptista
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FFT: Exemplos de aplicacoes

» Convolucao circular (e linear através da circular)

» Métodos de convolucao rapida:
— overlap and add; overlap and save;

» Deteccédo de componentes de frequéncia

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

* Filtragem

Manuel A. E. Baptista
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|: %

G FFT - Vantagens

o

|_

= 2000 .

= s N DFT Radix-2

3 £ 1500

A 5 - 4 16 4

=4 ]

g & 100 | 32 1024 80

i “ 128 16384 448

2 . 500 | 1024 | 1048576 5120

= 2

= E o

7 Z

= 0 10 20 30 40

Number of samples, N

O uso de DSPs e PLDs influenciou o desenho dos algoritmos nos anos 60 e 70: a
contagem das multiplicagées como “factor de qualidade”. Agora: o numero de adigdes/
acesso a memoria (SW) e os custos de comunicagao (HW) sdo também importantes.

Manuel A. E. Baptista
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Filosofia da FFT

Filosofia geral (a ser aplicada recursivamente): divide & conquer.

2.custo( ) + custo( ) < custo( )

Os diferentes algoritmos apresentam custos distintos.

Exemplo: Algoritmo - Decimagao no Tempo \

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

0 D ? - -
ﬁgj 0] — —0 g%’ Passo 1 : Decomposicdo no Dominio do Tempo.
N72 : Vo N pints signal — N, 1- mint signals (interlace
Point : . decomposition). Shuffled input data (bit
DFT : L reversal). log,N estados.
x(N-2) o— —— NPoit O X(N/2-I) . apresentada apenas a 1.2 decomposicaq.
v} : | Recombine |
z o L pea— | Aot ——O X(VID) : . ,
§§ x(3) . . Passo 2: 4 npnt input spectra calculation.
ui < N/z ; ' (Nothing to do!)
< né FPoint 1 : .
R DFT . v . .
g2 ! . Passo 3: Frequency dmain synthesis.
. (V-1 o0— T —0 X(N-D N spectra synthesised into one. )
41
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FFT — Arvore de Familia

Divide & conquer

<
=
)
a
o)
|_
&
i N : MDC®)(N,,N,) =1
S ' (N:.N2) N : MDC(N;,N,) <> 1
E N4, N, co pime. Ex: 240 = 16-3-5 Ex: N = on
a :
2 Cost: : Cost:
>
Ll
|_
& / No twiddle-factors calculations. \ (Twiddle-factors calculations. \
» Easier mapping (permutations). » Easier sub-problems.
. * Some algorithms: « Some algorithms:
':% 3 Good Homas, Kolba, Cooley Tukey,
m e . . . - .
ui‘J' :é \ Parks, Winograd. / Decimation in fme / in frequency
23 Radix 2Radix 4,
E

DC= Maximo Divisor Comum kSpIit radix. /

Departamento de Informatica www.EEipv.pt
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Decimagao no tempo

/ Sub-sequéncia
X[n] com N/2 pontos
Sequéncia cmx

N pontos

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

h[n]

Sub-sequéncia
com N/2 pontos

estdo em indice par

©
S
2
=
-
©
0
i
<
°
3
f=
©
=

estdo em indice impar

ainl —2FL » G

DFT _  ppk

FFT: Algoritmo Cooley-Tukey

Sub-sequéncia
com N/2 pontos

Sub-sequéncia
com N/2 pontos

* g[n], sub sequéncia com as amostras de x[n] que

* h[n], sub sequéncia com as amostras de x[n] que

A DFT de N pontos € sucessivamente dividida em duas DFT de N/2 pontos

DFT a DFT
N/2 pontos N pontos
+
G[k]
HIk] W -
DFT a X[k]
N/2 pontos

X[k] = G[k] + Wi H[K]
X[k + &1 = G[k] — Wi H[K]

K _ —715—
WN—e N

43
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SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

FFT: Algoritmo Cooley-Tukey

* A demonstragao deste algoritmo pode ser encontrada em [1] e [2]
» As butterflies: calculo da FFT a 2 e 4 pontos

+;
a a+tb
b 1 a-b
+ L

a atc

c 1 a-c
8
:g -
8 +
ui b b+d| 1
<
S
g d 1 b-d | -
= -

) 1 1 al|l | a+0d
1 -1 b| | a—0»
atbrotd 1 1' 1 1 a
(=) 1 —7 -1 g b
. 1 -1 1 -1 c
a-c-j(b-d) 1 1 —j d
atc-(b+d) a+b+c+d
a—c—j(b—d)
a-c+j(b-d) a+c—(b+ d)
a—c—+ j7(b—d)
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FFT: Algoritmo Cooley-Tukey

O shuffling realizado através de bit-reversal separa a sequéncia nas duas sub squéncias com as
amostras de indice par e impar, designadas por g[n] e h[n], respectivamente.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

a a+b+c+d
b DFT _ G—C—J(b—d)
zln] = | | : XM =1 e "o+ a)
d a—c+j(b—d)
Qa -
00 ? ? 00 g[n] — [ c ] a
shuffling (...... )
b (bit reversal) ¢ C 1
;g > 10 (indice pal‘) -
8 c b ;
: " hin] = [ y ] : (o)
g q q q N P S ST
= 1 (indice impar) =
Departamento de Informatica www.m.ip\::t
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A IFFT: calculo via FFT

A estrutura de calculo da FFT (que calcula a DFT) também pode ser utilizada para
determinar a IDFT

N-1 ) 2mkn N—-1 J27kn ¥
z[n] = IDFT[X[K]] = % Y X[k = % (kzo X*[k:]esz)
k=0 =

— %DFT[X[k]*]*

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Para calcular a IDFT, via IFFT:

1. Conjugar o espectro X[k] e obter X[k]*;

2. Calcular a FFT de X[k]* (realizando o respectivo shuffling);

3. Conjugar o resultado da FFT e dividi-lo por N.

Manuel A. E. Baptista
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5 Exemplos de calculoda FFT e IFFT

(@]

o b -

% zln] = {371727_1} 3 s / 5
2 _ i

ﬁ g[n] — {37 2} 2 1 . 1 12
é hln] = {1, -1} 1 o 0 | 1 g 5
2 X[kl ={5,1—342,5,14+42} | 1] SEAE W
=

A 1. Conjugar

3. Dividir e conjugar

5 71 10 /+' 12 3
;%'% G[k] — {5,5} 5 >< 0 ¥ 4 B
wi e
¥ H[k) = {1+42,1—j2} 12 4R S :
5§ 12 | 1 4 |5 ) -4 1
2. Calcular a FFT z[n] = {3,1,2,—-1}
Departamento de Informatica www.m.ip\:;
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FFT- (Alguns) conceitos & notas
s[k] e ;

Butterfly: elemento basico do calculo da FFT.

s[k+N/2] Wi V/2 —_—

Aproximacédo Dual: dados a serem ]
1. Decimacao no Tempo = time data shufflind,"€°rdenados no tempo e na frequéncial

. Decimacéo na Frequéncia = frequency data shuffling.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

2
3. Computacao In-place : no auxiliary storage needed, allowed by most algorithms.
4

. DFT pruning: only few bins needed or different from zero = only they get
calculated (ex: algoritmo de Goertzel).

5. Caso de dados reais: Mirroring effect in DFT coeffs. = only half of them
calculated.

Manuel A. E. Baptista

6. N Poténcias de 2: Many common FFT algorithms work with power-of-two
number of inputs. When they are not = pad inputs with zeroes.

48
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x[n]

L}

X(f)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

DIGITAL LTI

SYSTEM

h[n]

h[n]

L

H(f)

y[n] = x[n] * h[n] = Z X[n —m] -h[m] y[n] obtida de { x[n], h[t] }

L]

Y(f) = X(f) - H(f)

0

m=0

FFT - Analise espectral (consideragoes)

Analise dum Sistema: medicio da relacido entrada-saida.

3[n]
1 DIGITAL h[n]
e LTI >
SYSTEM

Linear e Invariante no Tempo

0 n 0 n
h[t] = resposta impulsional

H(f) : Fungao de Transferéncia LTI

IEQ A Funcéao de Transferéncia, pode ser estimada através de Y(f) / X(f)

49
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