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A 1. Introducéo ao Processamento Digital de Sinal
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E 4. Processamento de Imagem

% 5. Processadores Digitais de Sinal
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Avaliacao:

A avaliagcdo € composta pela componente tedérica e componente pratica
ponderadas da seguinte forma:

Classificacdo Final = 80% * Frequéncia ou exame + 20% * Pratica

O acesso ao exame nao esta condicionado embora nao tenha fungdo de
melhoria, ou seja, se o aluno entregar a prova de exame, sera essa a
classificacdo a utilizar no calculo da média final independentemente da nota
da prova de frequéncia obtida.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

A avaliagao pratica € constituida por trabalhos laboratoriais a executar
em MATLAB
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Representacao e Analise de Sinais (tempo)

 Transformada de z - Sumario
— Classificagao dos Sinais
— Amostragem de Sinais Continuos
— Transformada de z: definicido
— Transformada de z : propriedades
— Transformada de z inversa
— Aplicagcao aos Sistemas
— Notas sobre estabilidade

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

— | Manuel A. E. Baptista

esi
Engeatariz do Sistomas e aformitica
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* Sinais Continuos (ou analdgicos)

» Sinais Amostrados

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

» Sinais Discretos

— | Manuel A. E. Baptista

esi
Engeatariz do Sistomas e aformitica

Transformada de z — Classificacao dos Sinais
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Sinais Continuos (ou analogicos)

u(t)=U(s) I Ges) y(t) =Y(s)

Sinais Continuos (Simples ou multiplo)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z— Classificacdo dos Sinais

Sinal Amostrado: Técnicas de Modulacao

//‘ Sinal Original
I

»

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL
X
—~~
—

--------- | | Modulado em Amplitude
| |

Modulado em largura de impulso

Manuel A. E. Baptista
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- 2003-2004 wesi
s Transformada de z— Classificagdo dos Sinais
- Sinal Amostrado
P X
a
2 AT
=
G
n t ‘
T
kAT
« Denotado como x'(1) (K+1AT

* As amostras existem apenas nos instantes de amostragem
* A altura relativa, representa o valor (informacéao)

» O periodo de amostragem AT é constante

» Capaz de fazer funcionar um sistema fisico

Manuel A. E. Baptista
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Amostra Fisica

A

h Area da Informag&o =he

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Impulso de Dirac (ou unitario) a
i medida que ¢—>0
_ (Distribuicao)

Nota: A energia do impulso unitario € finita (capaz fazer funcionar um
sistema fisico

Manuel A. E. Baptista
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= iy ~ . Cam
s Transformada de z — Classificagao dos Sinais
O Sinais Discretos (em amplitude ou no tempo)
P4
: | x*(®) ? 9 o
i 0 ? ° @ I |
o I I I I |
o Lo e T
o Q@ AT I | | I I | | | I
2 - A T R B TR
I
g i ' I I ' I I I I I t R
|
* Denotados como x*(t) kAT(K +DAT
* Os valores encontram-se definidos apenas nos inszantes de amostragem

* A altura relativa, representa o valor numérico

* O periodo de amostragem AT é constante

« Utilizado para operacdes aritméticas

* Incapaz de por em funcionamento um sistema fisico

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais
Aplicacao
Amostras ou Degraus
u(t) Driver l y(t‘)

A

@Ac) |~ ©)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Sinal Discreto Amostragem Sinal Continuo

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Sistema Continuo

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

1 x(t) ry(t)
/N ST
x(t) L G(s) - y(t)
u X
£
13
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Sistema Amostrado

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

¢ X(t) T y()
L |
X . G(s) -y(t)
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Sistema amostrado com circuit hold

() Tuy  — RV

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X(t) — Hold Gs) [ YO

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Classificacao dos Sinais

Sistema Discreto

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

L) Fyr)
o © o
@)
¢ ( o o Ot
(@)
X*(t) 1 D@ -y (1)

D(z) é definida pelas equacdes diferenca ou pela fungao de transferéncia

16
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|: Engeskana e Sttemas e Informitica
= Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
@)
= Instante de Amostragem e Atraso
; A
2 X[k]
3 . x[ke]  x[k+1]
: X[k-1] i : -
< ! '
= I g : ;
7 : J !
7 I : f :
: ! . ‘L
| .

g t=(k-1)AT t=kAT L tE(kEAT

8 5 |

1% t=(k+e)AT

Varias notagées  X(KAT)=x[K,e]=X[K]=X K
Departamento de Informatica www.m.ip:;t
2003-2004 wesi

Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
Funcdo de Amostragem

A

‘U(t) Instantes de Amostragem

| ] RN
T

(k-DAT (k+1)AT
KAT

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

y(t)=AT Z_: o0(t—nAT) Fungéo Periddica

n=-—o0

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

n = inteiro......... -2,-1,0,1,2,34,...........
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|: Engeskana e Shtemas o Infoemitica
=  Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
E n=c J7tnL
:ﬁ: Decomposi¢édo em Série de Fourier Y (At) = Z ce A
: m
£ +AL/2 2 jxn L | rAy2 2 imnt
5 c j f(t)e = ATdt=— j ATS(te ~ ATdt =1
s AT —At/2 AT i
7z
n=-1 n=0 n=1 2n

| RS R R s

—2m i 2n

&5 AT AT

Departamento de Informatica www.m.ipv:t
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Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos

Y(@)= 3, 8(f-20)= 3, 5 —2i“)

n=-—a n=—a

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

v

-5 -4 -3 -2 -
At At At At At

HHH[[[H

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

ni:jé}(t _nAT) & f S(f — An—T)

n=-—oo n=-—-oo
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Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
v f(t)

Amostrador Ideal

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

t
—SAEFAAT-3AT-2AT-AT O AT 2AT 3AT 4AT S5AT ]
f(t)=1fw()
ZOTNN [ I N N O O
5 —S5SAT-4AF3AF2AT-AT 0 AT 2AT 3AT 4AT 5AT
f'(t)= AT Y f(t)3(t—nAT)
Departamento de Informatica www.m.ip\:;t
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Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos

Processo de Amostragem

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

AT
Fung&o Continua | Amostrador Série
f(t) T ) de
Amostras

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

Reconstrucio ?

22
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Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos

Analise no dominio da Frequéncia

()= F(O)y(0) y()= AT 3 8(t-nAT)

n=—oo

* F (0)= Transformada de Fourier de f(t)
* ¥ (o)= Transformada de Fourier de y(t)
* F’ (n)= Transformada de Fourier de f'(t)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

F(®)=F(0)®y(w)| Convolucdo no dominio da frequéncia

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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% Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos

= Andlise de F'(o)

=

% 2

. F(o)= jF(v)\y(m v)dv = jF(v)z a(m—LTn—v)dv

% °° 2 = 2

- mm mmn

7 F'(x)— F(v)&(0w————-v)dv = F(o— ——
(@) n__@_i()( ap V=2 Fle- 10

Fo)=Y Fo-2)

AT

24
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|: Engeskana g Shivmas o Isformitica
2  Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
2 o F'(®)
Z Aliasing
=
S
]
o
&
A
g ~ | ” OJ ® >
= _ 0
& — O 3 W,

2 2
Componentes Primarias

o Componentes Fundamentais

E- COmponenteS Componentes

<

g O espectro de frequéncia sobrepdem-se (Folding)

®
75 = Frequéncia de Folding

Departamento de Informatica www.m.ip::t
- 2003-2004 wesi
n';: Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
CED theconstrugéo f(t) fo(t)
= () » Amostrador Filtro >
] | 1
© F'(o) 1
z Janela W. (o) —
(7)) 2m
< c
=
A A () I A A

| T S | .
2w —® 0 | o, 20,
S S . .

%— — 0, O,

& . A o T

: No dominio da frequéncia F ((0) = F (Q))WC ((0)

orey _ [

No dominio do tempo fo(t) = _..f (Dw (t—1)dt

26
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Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos

Reconstrucao

sin(w,t) sin(2xnf t)
o, t 2nf t

w(t)= ZL Iezjmtdw =

C -0,

sin®,(t—1)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Fo(t) = j > £(nAT)3(t—nAT) dr
n=-—oo O‘)c (t _ T)
= sin®, (t —nAT

fo(t)= ) f(nAT) o )

E — o, (t—nAT)

g c=nal in 2nif, (t - nAT)

- < sin2nt (t—n

fo(t)= ) f(nAT) c

= oo 2wt (t—nAT)
Departamento de Informatica www.m.ip::u
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n;: Transformada de z — Amostragem de Sinais Continuos
O I Reconstrugéo
z f(t) <
s Funcgdes de Interpolacao
< W
g ey
X e
LéJ ..................
<§E ,..I:_,_,.;_.__;. """"
£ T

. ......
| | — t
nAT ................. (n+ 1 )AT ............................ ( n+2)AT (n+3 )AT ..............
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Transformada de z — Definicao

Seja um sistema discreto LTI:

X[n] —— h[n] —— y[n]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

com: Xx[n]=z", ze Complexos

A saida y[n] pode ser calculada como:

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Definicao

yln]=x[n]*h[n]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

k=—o0
yinl= D hk]- =
k=—o0
nl=z"> Hk]-z™*
% § k=—00

inl= S hik]-x[n— k]

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Definicao

y[n]==z" i Wk]-z ™"

Definindo: H(z)= Z h[k].Z_k
k=—o0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Temos que: y[n] = H(Z) .7

&:} Cte complexa

— 31
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Transformada de z — Definicao

Logo, definimos Transformada Z do sinal discreto x[n] como:

X(z)=Z{x[n]} = ix[n].z‘"

n=—00

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x[n]«~£— X (2)
Transformada Z Unilateral:

X(z)= ix[n].z_”

Equivalente a TZ bilateral quando x[n]=0 n<0 ;

©
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Transformada de z — Definicao

Escrevendo o numero complexo z na sua forma polar:

)
z=r.e’

Temos: X (r.ej ? ) = Z x[n]r " e

n=—0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Logo: X (r.ejQ ) =F {x[n].r_” }

Ser=1: X(ejQ)ZF{x[n]}

&> Transformada de Fourier

— 33
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Transformada de z — Definicao

Logo: Transformada Z pode ser obtida a partir da Transformada de Fourier

fazendo: iQ
z=¢’

X(z)=Fixn]} .

=Z

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

O inverso nem sempre € verdade!!!

Pois:

©
I
10
£
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

n Pode fazer com que alguns sinais se tornem convergentes

— 34
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Transformada de z — Definicao

£1(1) h ““““““““““““ H _______________ HH .............. —

f(t) = f f(t)5(t—kAT) =f f(KAT)

Aplique-se a transformada de Laplace de f'(t)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

— £(0)

+ > f(kAT)e ™" =

k=0

Lf'(t)] = wji £(1)5(t — kAT)e *dt =

0 k=0

* Estédo envolvidos factores como Exp(-sAT).

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

conduz a funcdes racionais

Para sinais
amostrados
ou discretos

f(0)

+ > f(kAT)e ™" =
k=1

» Ao contrario da maioria das funcdes de transferéncia dos sistemas continuos, néo

35
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% Transformada de z — Definicdo
L F(z)=Y f(kT)z* = f(k)z™*
% k=0 k=0 Laplace z
3 . 1
. F(s)=--1(0)+F'(k)
: 2 X
: !
% T T S=Eln(z)=c7+]o) { k
Z =¢C o
Re(z) =e® cos(wAT)
ﬂ:f;_ Im(z) = e”*' sin(wAT)
55 F(z)=F'(s)[s=—In(z
(z) =F'(s)[ AT (2)]

36
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Transformada de z — Definicdo

Representacdo dum atraso

x (k) -1

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x(k-1)

Manuel A. E. Baptista

29 eSi

Engeabana dr Stemas r Iaformidica
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Transformada de z — Definicao

envolve os seguintes trés passos:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista

1- f(t) € amostrado através dum amostrador ideal, para obter f'(t)

k=0

29 eSi

Engeabana dr Stemas r Iaformidica

A operacao, de calculo da transformada de z duma fungao continua f(t),

2- Determina-se a transformada Laplace de f(t) F'(s) = Z f(kAT)e_kSAT

- —k
3- Troca-se e por z em F’(s) para obter F(z) = Z f(kAT)z
k=0

38
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i 2003-2004 Ny eS'l
= Algumas transformadas de z .
)
2 f(t) F(s) F(z)
Ll
3
3(t) 1 1
O
g k -k
LéJ 8(t - kAT) e_ ATs 4
<
1 z
: u(®) N pr
%]
o 1 ATz
t $ (z-1)"
£ 2 2 AT’z(z+1)
2 t s (z—1)’
; n .
% e—at s+a z—e ™"
: 1 ATze ™"
—at —
te (S+a)2 (Z_e—aAT )2
Departamento de Informatica www.m.ip::t
- 2003-2004 wesi
|: Engeataria o Stitrmas o lsformitia
2  Transformada de z — Definicao
o .
= Analogia Continuo <> Discreto
Ll
=
<C
a Continuo: Transformada de Laplace:
O 0
o
— t _ .
X(s)= [x(e).e"dt s=0+ jw
% o
(i Fazendo: §=jw
%]
wn
Obtemos a Transformada de Fourier: _
o0 : t J(D S
. _ —jor !
g X(w)= I x(t).e’"dt i
'g. —o0 ! >
ui L Oo! o
3 Se eixo jo € ROC !
z o !
_ —ot —jor
x)= [ )e™ar " g

40
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Transformada de z — Definicao
Analogia Continuo <> Discreto

Discreto: Transformada Z:

o0

X(z)=) x[n].z”

n=-—o0

Fazendo: Z = eJQ

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Obtemos a Transformada de Fourier:

X(Q)= ix[n].e‘jgn

n=—o0

Se circulo unitario € ROC

X(z)= i (x[n]r_” ).e_jQ”

n=—0

Manuel A. E. Baptista

s esi

Engeskana o Shtemas o Informitica

Circulo Unitario

41
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|: ngoskaria do Sitemas o Informikica
&  Transformada de z — Definigdo
E Analogia Continuo «> Discreto
= _
A Exemplo: X|n]=a uln]
§ . c n -n
2 X(z)= D a"uln].z
o n=—
E . .
X@=Ya"z"=Y(az")
n=0 n=0

: PG: a=a.z' a;=1 n=w X( ) | 1— (a.Z—l)oo

g z)=1"

o n —

u S = l-a l—a.z™

l-a

P

1
Converge se: ‘a.z ‘ <1 ‘Z‘ > ‘a‘

42
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicao
Analogia Continuo <« Discreto

1-0
Neste caso: X(Z) -7
l—a.z

z

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

7] z  X(z)= , ‘Z‘ > ‘a‘

Se |al|<1 3 T.Fourier
la|>1 EI/T.Fourier

Manuel A. E. Baptista

43
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|: Engeskana e Shtemas o Infoemitica
2  Transformada de z — Definicao
o .
= Analogia Continuo <> Discreto
Ll
= n
3 Exemplo 2: x[n]=—-a"u[-n-1]
3 o
[~ _
: X(z)= ) —a"u[-n—1].z”"
% ot
<
= = - 1Y c 1\
= _ n _-n __ - _ -
A X(z)——Za Z ——Z(a.z ) ——Z(a.z )
n=-0o0 Nn=—00 n=l
- 7
X(z)=-Y(a"2)
& n=1 1 “1 _\w»
a _ - Cl .Z
s PG: o=a'z a,=a'lz n=wo X(z)=—-a 7. ( - )
g 1 _ an 1 —d 4
; Sn — aO -1
|-« Converge se: ‘a .Z‘ <1 ‘Z‘ < ‘a‘

44
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicao
Analogia Continuo <> Discreto 1-0

X(z)=-a'z

Neste caso: l—ag' >

X(z)zL : ‘Z‘<‘Cl‘

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

zZ—da
z
g Re{z} Se |a|>1 3 T.Fourier
: lal<1 3 /T.Fourier
g
45
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicao
Analogia Continuo < Discreto

Comentarios

+ Sinais diferentes podem ter a mesma expressao algébrica de X(z).

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

* Logo uma Transformada z sé € completamente definida se especificarmos:

- Expressao algeébrica de X(z)

- Regiao de Convergéncia (ROC)

Manuel A. E. Baptista
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2003-2004

Transformada de z — Definicao

wwesi

Engeabana dr Stemas r Iaformidica

<
=
O
o 2
o A Tc
% Mapeamento T ]J® Plano S o, = T
s .S
é’ Z =¢C o,
g ‘ 2
o)
£ 3 - G S
L . 1 ~< > Fatia principal
< 4 \\
E \ B (Ds
1
A ‘ 2
+ Im[Z] |
A metade esquerda 1 Plano z
da fatia primaria é ‘I
2 mapeada no '
g interior do 2 3 1
u::' circulo unitario. . * Relz]
5 1
=
Departamento de Informatica www.EE.ipv.pt
- 2003-2004 wesl
|: Engeakaria de $titrmas p Infommetica
U » [l ~
5 Transformada de z — Definicio
o) o
E Mapeamento J® Plano s
i __ SAT
2 Z=C
2 O
O
g Fatia primaria 3 2
5 1 O
<
= fu A B (DS
Ll
& . 2
@ A metade direita
da fatia principal é . Imz
mapeada fora Plano z
. do circulo unitario
2 1
< - Rez
5 1
=
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- 2003-2004 N esi
|: ] ] _ ngeakaria de $itemas p Infommetica
O Transformada de z — Definicdo
o
E s+jkow,)AT SAT _jko AT sAT _2jmk sAT
B .
% Planos i[) 1
3 7 o, ( 5+ k)
& 3 Fatia complementar
A i » O
)
= 4 5 1
5 0, (7 + k)
« A metade esquerda da |
fatia complementar, y IMZ Plano z
€ também mapeada
s no interior
:% do circulo unitario.
< Rez
1
=
Departamento de Informatica www.m.ip::tt
- 2003-2004 N esi
|: ] ] ~ ngeakaria de $itemas p Infommetica
9 Transformada de z — Definicao
2 Propriedades de F’(s) no plano s
= fio
g i ----------------------------------------- S5w,/2
(%] .
g Fatia So + 20,
x complementar 30 /2
T bbbl R bbbl Rt W,
2 Fata  SoTJO. @
E complementar . /2
(%2]
@ Fatia primaria S0P o,
: -, /2
Fatia $p —JO, @
3 complementar 30 /2
e -3m,
i - 20, ©
2 Fata  ° 7%
2 complementar
= i —5m0,/2

F'(s+ mw,) = F'(s)
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< 2003-2004
|: " [ ~
G Transformada de z — Definicio
E A
o e A B S5m,/2
3 Fatia Sy +J20
g complementar
Q T 3m,/2
" Fatia So 1O
i {
\ complementar
< o, /2
o o S
& Fatia primaria 0, ,
7 X
: -, /2
Fatia So )0
5 complementar ‘
e e -3m,/2
2 Fata S0 129 N
% complementar
= -5m,/2

X Pdlos de F’(s) na fatia principal

29 eSi

Engeskana o Shtemas o Informitica
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2003-2004

Fatia

Transformada de z — Definicio

complementar

Fatia
complementar

29 eSi

Engeskana o Shtemas o Informitica

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Fatia primaria

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Manuel A. E. Baptista

Pdlos X de F’(s) nas fatias complementares
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2003-2004 Wwesi

Engeabana dr Stemas r Iaformidica

Transformada de z — Definicdo

Lugares de amortecimento constante

JO

b

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

g

<

g

Plano s Plano z
53
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- 2003-2004 w eS]
|: Engeakaria de $titrmas p Infommetica
U I [ ~
5 Transformada de z — Definicio
o)
% Lugares de frequéncia constante ®, AT N
=
<
A .
O , 1O
e .
o JO,
D ——————————————
v, .
S o ___L____ JO,
Ll
|_
(7 » O
m .
—JO,

3 7 = o 1oiAT

=

= Plano s

Plano z
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicdo

Mapeamento entre o plano s € o plano z

Conclusao:

Todos os pontos da metade esquerda do plano s, sao mapeados na regiao
interior do circulo unitario, no plano z.

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Os pontos da metade direita do plano s sdo mapeados na regiao exterior
do circulo unitario, no plano z.

Manuel A. E. Baptista

55
Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicio

Diagrama de polos e zeros

Representacao grafica no plano z dos polos e zeros.

' Im {2}

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
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2003-2004 L eS'I
Transformada de z — Definicdo

Diagrama de polos e zeros

Exemplo 3: x[n] = (lj u[n] + (— %) u[n]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

5 ]z
:_:- % n=0 n 3
X(z)zz —z +Z ——z
n=0 2 n=0 3
Departamento de Informatica www.m.ip::u
- 2003-2004 w9 esi
|: Engeataria o Stitrmas o lsformitia
=  Transformada de z — Definicdo
)
% Diagrama de polos e zeros
<
& 1 1 z z
é X(Z) - 1 -1 + 1 -1 - 1 + 1
% 1 — 5 Z 1 3 Z Z — 5 Z+ 3
&
1 1
2>~ 7>+
2 3
35 22(z—l) 2z° -1z
X(Z):( N 121) SR
Z 7 Z+ 3 zZ — 3 Z — 3
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i 2003-2004 9 eS]
|: Engeskana g Shivmas o Isformitica
=  Transformada de z — Definicdo
O
% Diagrama de polos e zeros
2 z [1m z}
A
L 1
S Z—>
& 1
& 1
< ‘Z‘ > —
= 2
7z
wn

X(2)

@

<

g

‘ ) _:_}I|

- " 59
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Transformada de z — Definicio

Diagrama de polos e zeros

Exemplo 4: ] = (_ %j"u[n] ) (%)nu[_n .

Usando os resultados das analises anteriores e a Propriedade de
Linearidade da Transformada Z.

(—lj uln] «Z— = ‘z‘>l

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

3

1Y z 1

i - = | ul-n-1] <" 2| <

u 2 z—+ 2

E z z 1 1

E . X(z)= + ROC:—<|z| < —
LOgO. () Z+% Z—% 3 ‘ 2

2 ' 60
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Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Definicdo

Diagrama de polos e zeros

z 22(2 —%)

24y 23 (+3)e-1)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

-1

g 1 1

E ROC:—< ‘Z <—
Departamento de Informatica www.m.ipv:t
i 2003-2004 nr'e%]
< _ _
=  Transformada de z — Definicdo
o
% Diagrama de polos e zeros
= n
E: a,0<n<N-1
2 Exemplo5:  x[n]= a”(u[n]—u[n —N])= ’
S 0, outros
: 0 N-1
[a) X — —n — n —n
2 (2) Z x[n].z a'.z
= n=—00 n=0

X(z)= Z (a.z‘l)
n=0 W

s 1 - (a.Z ! )

¥ PG:a,=1 a=a.z’ n=N X(z)=1- —

d l-a.z

< g = 1-a" N

= n =% -« X(z) converge se (a,z_l) < 00

=

Isto &: ‘a‘<oo e z#0
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Engeatariz do Sistomas e aformitica

Transformada de z — Definicdo

Diagrama de polos e zeros
1 W N _-N
1-\a.z l-a" .z

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X(z)=1-
(@) l—az™ l—az
N —a"
N 1 zV-a"
X(z)=—% = :
(2) zZ—a 2N z—qg
z

z""'=0 - N-1 pdlos em z=0

Pdlos da X(z): ,
. z—a=0—> pdloemz=a
.:%-
i 2V —a" =0 — Zeros raizesdo polinémio
< Zeros da X(z): (i)
E zeros em z=a.e’ k=0,1,.,N-1
=

- Quando k=0: zero em z = a logo cancelacom o pdloemz=a

2 ' 63

Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt

2003-2004 s esi

Engeatariz do Sistomas e aformitica

Transformada de z — Definicio

Diagrama de polos e zeros

Logo tem-se:
* N-1 p6los em z=0

* N-1 zeros distribuidos
uniformemente sobre um
circulo de raio a

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

p/ N=8

©
I
10
£
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

_ Wy 4 | ROC: Todo plano z com excepg¢ao de z=0

" L 64
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Transformada de z — Definicdo
Propriedades da ROC

Considerando X(z) uma fung¢éao racional em z e x[n] finito p/n finito

1) A ROC de X(z) € um anel ou disco centrado na origem (z=0)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

2) A Transformada de Fourier de x[n] converge absolutamente se e so se
a ROC de X(z) inclui a circunferéncia unitaria.

3) A ROC n&o contém pélos de X(z)

4) Se x[n] tem duragéo finita, x[n]=0 p/ -0o<N,<n<N,<w0, a ROC é todo
plano z com possiveis excepgdes em z=0 e z=w

©
S
7]
g
-
©
0
i
<
°
3
c
©
=

Ernesto R. Afonso
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2003-2004 9 ESi
Transformada de z — Propriedades
Convolucéao
k
f ()< F(z) () F(z)  Z) (AT, (kAT - nAT)]
n=0

Z[Zk: f (nAT)f,(KAT —nAT)] = f: [i f (nAT)f,(KAT —nAT)z™*]

n=0 k=0 n=0

Z f (nAT)f,(KAT —nAT)] = f: i f,(nAT)f,(KAT —nAT)z™*]

n=0 k=0 n=0

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

m=k—n

Z[Zk: f,(nAT)f,(KAT —nAT)] = i f,(nAT)z™" i f,(mAT)z™"™

n=0 n=0 m=0

©
S
2
=
o
]
o
wi
<
©
=]
c
©
=

Ernesto R. Afonso

Z[f,(H)®f ()] = Z f, (nAT)f,(KAT —nAT)] = F,(2)F, (z)
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F'(z) = i f (k)z™"

- 2003-2004 -’ esi
|: . ngeabaris ée Sistemas o Isfomitica
g Transformada de z — Propriedades

o

sl 1 _é * _ —ak

g ° f (k)=¢e a>0

<C :

% ° 5 :

O ; —

2 %o TWO=0k<O

" oO—O : : : —>

o

‘é’ Aplicacdo da transformada de z

B

27 (z—eP)z-e)

27— (e +¢7)

F'(z) = =

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

z(z —cos )
7z’ —2zcosB+1

F(z)=

g F*(Z) — Z e—akZ—k — Z (e—OLZ—l)k

§ k=0 k=0

E . 1 z

2 F (k) = -a -1 -a

l—-e "z Z—¢€

Departamento de Informatica www.m.ip::u
- 2003-2004 wwesi
= . Engeataria de Stemas o Wfoemikica
S Transformada de z — Propriedades
E Cosseno Discreto
= Bk | . —iBk

* c +c

(k) = cos(Bk) = ——
(@)
@)
& ; 1 z vi Z[e 1= %
A F (Z):_( iB + —jB) [ ] z—e ¢
2 2 z—e¢ z—e
=
G . z (z—e P)+(z—e)
n F (Z) = — ]

2z —2zCos (B)

4
2722 —z(e® +e Py +1" 272> —22Cos (B) +1
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Transformada de z — Propriedades

Outra aproximagao

y(k) = cos(kB) + jsin(kp) = e

z v4
¥(2)= z—e P Z—cos—jsinf
Y(z) = Z(z —cos B + jsin B)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

(z—cosP—jsinB)(z—cosP+ jsinP)

z(z—cos )+ jzsin B)

5 Y(z)=
-3 ) z> —2zcosB+1
<o
s z(z — cos . zsin
= Z|[cos] = —; ( b) Z[sm] = —; (P)
z"—2zcosP+1 z"—2zcosPB+1
Departamento de Informatica www.m.ip::t
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Transformada de z — Propriedades

Funcédo DIRAC

5(1)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Flo()] =1

F[5(t)] = ZS(t)z =38(0)=1

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Propriedades

Funcédo Degrau Amostrado

u(t) |

EEEEs

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

e=0 AT 2AT 3AT 4AT 5AT
U(s) = Z e = 1— AT UGs) = Z e

£ k=0 | s k=0

?‘ § ]_ 7z - —k 1 Z

@ g = = U Z)= Z = =

< v 1-z" z-1 (@) kzz;) -z z-1

Nota: Equivalente a Exp(-ak) com o —0

Departamento de Informatica www.m.ipv:t
- 2003-2004 -’ esi
= . ngeatara o atrmas o sformitica
S Transformada de z — Propriedades
=) Trem de Impulsos com atraso AT S = Z 5(t—kAT)
E < > m
5
g | eAT
< —>
=
7z

HIEEEE NN

X, = i x, (1)8[t — (k + €)AT]

k=—0

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

X.(s,8) = > X [(k+&)AT)e ™8T = 41X x [(k+¢&)AT)z ™"

[e¢]
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Transformada de z — Propriedades

Transformada de z completa

F(z,¢) = Z f[(k +&)AT]z Z f(k,e)z ™"

Exemplo: fungdo exponencial

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

fk,e)=e " a>0,AT =1

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica

_oo—(k)—k_— Oo—k—k_ Z -

m F(Z,S)—Zea te) ok _ amoe e ok kK _ — o

£ k=0 k=0 Zz—¢

z

g ¢ F(Z,S):—_ae *

=t Z—¢€

Departamento de Informatica www.m.ipv?:t
- 2003-2004 wesi
|: ] Engeskana do Sttemas o lsformitica
S Transformada de z — Propriedades
E Adicao e Subtraccao
=
A
§ F(z,¢) = Z[f,(k,¢)] = Zfl(kAT,s)z‘k
a o
2 F,(z,e) = Z[f,(k,&)] = Y f,(kAT,e)z" "
E k=0

Z[f,(k,e)x1,(k,e)]=F(z,e) £ F,(z,¢)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Propriedades

Multiplicagdo por uma constante

F (z,e) =Z[f (k,¢)] = Z‘O: f (kAT,g)z”™"

k=0
a=constant

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Z[af (k,e)] = aF(z,¢)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Propriedades

Linearidade

f (k,e),f,(k,€) < F.(k,e),F,(k,¢)

K,K, = constantes

Z[K f,(k,e)+ K, f,(k,¢e)] =K F(z,¢)+ K,F,(z,¢)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Aplicacao

N /
K, j ¢ 1 K, ]
f @ %D
2 ‘ K2 f2 ) K2 -

Departamento de Informatica www.EE.ipv.pt

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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2003-2004 F ‘.MeS]
Transformada de z — Propriedades

Teorema do deslocamento a direita

v f(k,e)
/——7

T | f(k—n,e)

/7 /7

4
=

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

f(k—n,g)z" "™

M8'

Z[f(k—n,¢)] = i f(k—n,e)z ™" =

~
Il

0

L Zf(k-n,e)]=z"Y f(m.e)z " =z "Z[f(k,2)]
ﬂ: m=0
Z[f(k —n,e)] =z "Z[f(k,¢&)] n>0
2003-2004 Y eS]

Engeatana de Shtemas

Transformada de z — Propriedades

Teorema do deslocamento a direita

Aplicacao

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

N O O

Funcao Degrau Unitario, atrasada de um periodo de amostragem

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Propriedades

Teorema do deslocamento a esquerda

f(k + N, 8) ‘/'/
— /f(’k,/S)

, t

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

f(k +n,g)z "™

M

Z[f(k+n,e)]= i f(k+n,e)z " =2z"

-
Il

0

Z[f(k+n,8)]=z“if(m,8)z_m= " Z[f(k,e)]— Zf(m €)z” j

m=0

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

Z[f(k+n,e)]= z“(Z[f(k, e)]— nz_l f(m, 8)2_“‘]
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2003-2004 L eS'l
Transformada de z — Propriedades

Translacdo complexa ou amortecimento

f(t) € multiplicada no dominio continuo por Exp(-at) e depois amostrada a taxa AT

Transformada de Laplace

F(s) = f f(t)e ™ dt

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

G(s) = f f(t)e “e dt = f f(t)e ¢t = F(s + o)

—(s+a)AT —sAT _—aAT -1 __—aAT

C = C C =7Z €

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

G(z) = Z[f(t)e ] =F(ze**")
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Transformada de z — Propriedades

Translacdo complexa ou amortecimento

Aplicagao

Determine a transformada z de e sin(wt) amostrada a taxa AT sabendo que:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

: zsin( ®AT
Z[sin] = — ( ) ,z = ze™'
z" —2zcos(wAT)+1
e ze™T sin(wAT
Zle ) sin] = 2 2aAT aAT( )
z°e —2ze™ cos(wAT)+1
it Cat ze **" sin( @AT)
% g Z[e Sln] = 2 —aAT —2aAT
55 z° —2ze cos(wAT)+e
Departamento de Informatica www.m.ip:;t
2003-2004 wwesi

Engeskana o Shtemas o Informitica

Transformada de z — Propriedades

Soma duma fungéo

s(k,e) = Zk: f(n,e)

S,f

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

s(k,e) = f(k,g) + ki f(n,e)=f(k,e)+f(k—1¢)

S(k, &) = F(k,&) + 2 'S(k, £)

Z
z—1

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

S(k,¢) =

F(k,¢)
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Transformada de z — Propriedades

Equacao Diferenga

Af(k,g) = f(k,g)—f(k—1,¢)

Z[Af(k,€)] = F(z,€) -z 'F(z,¢)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Z[Af(k,e)]=(1-2z"")F(z,¢)

Z[Af(k, )] = 221

F(z,¢)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

e S i
Engeabana dr Stemas r Iaformidica
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2003-2004
Transformada de z — Propriedades
Af(k,e)=1f(k,e)—f(k—1,¢)
Exemplo: Funcao Degrau

4

Engeabana dr Stemas r Iaformidica

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

A
> kt
A
23 > kt
55
32 A
<ﬂ€ v
3% —C/_
g2
=W
> kt
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Transformada de z — Propriedades

ZIAf(k,&)] = Z[f(k,e)] - Z[f(k —1,&)] = F(z,&)[1-2"']

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

z—1
Z[Af(k,¢e)] = F(z,¢)
u(t)
> kt
Departamento de Informatica www.m.ip::t
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Transformada de z — Propriedades

Teorema do Valor Inicial

Se f(t) tem a transformada de z F(z) e se o lim F(z) quando z—x existe

F(z,¢) = i f(k,e)z™"

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

lim £(k, &) = £(0,¢) = lim F(z,¢)
k—>0 Z—> X

F(z) = i f(k)z™* =f(0)+f(AT)z " + f(2AT)z >

86
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Transformada de z — Propriedades

Teorema do Valor Final

lim £ (k, &) = lim(1— 2™ )F(z. &) = lim Z—F(z.¢)
Z

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

lim f(k,e) =lim(z—-1)F(z,¢)
k — o z—>1

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Propriedades

Teorema do Valor Final

Exemplo de Aplicagao

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

0.792 7>
F(z) = 5
(z=1)(z"-0.416z+ 0.208)
0.792z°
Valor Inicial F(z > o) = 2—3 =0
Valor Final f(k > )= 0.792

(1-0.416 +0.208)

Expandindo F(z)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica

F(z)=0.792z"' +1.122 72 +1.091z° +1.01z~* + 09832 +0.9892° +0.992 7" ...
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Transformada de z — Inversa

D f(k,e)z”™"

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

- Referéncia as tabelas
- Identificacao Pratica
- Métodos Analiticos

- Decomposicao

- Inversdo Numeérica

Manuel A. E. Baptista

29 eSi

Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Inversa

Identificacdo Pratica

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista

Soma duma fungéo Exponencial Discreta g(k)

29 eSi

Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Inversa

Método Analitico

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

i 1
F(z,¢) = f(k,e)z " f(k,e)= ——q4F(z,e)z" 'dz
(z.8) = 3 £(k.2) mc_f
Series de Laurent ! Im =z Teorema de Cauchy
X
X * Re z
X X >
£ X *

Circundando todas singularidades de F(z,¢)

91
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Transformada de z — Inversa

Demonstracao da formula de inverséo.

X(z) = Fidn]r™"
X(r.ejQ ) = F{x[n].r‘” }
x[n]r " =F" {X (r.ejQ )}

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

x[n]=7r" -iziX (r.ejQ )ejQ” .dQ

x[n]= i j X (r.ejQ )(rejQ )n .dQ

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Inversa

Demonstracao da formula de inverséo.

1 : W _ .0
x[n]=— IX (r.e’Q )(re’g) .dC z=re
27 5 dz = jre’.dQ
Mudanca de variaveis: | |
dQ = 0 dZ
j re’

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Variando Q de 0 a 2n — 2z varia sobre uma circunferéncia de raio r.
|z|=r € ROC de X( )

><
'-@-,
S
P
=
o
5

©
I
7]
3
o
©
1]
i
<
)
=]
=
©
=

x[n]z—.(i‘;X(z) 2" dz

e | Resolve-se utilizando o Teorema dos Residuos o
Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt
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Sistemas ¢ Informakica

Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

Com a transformada de Laplace,

F(s) = A + B + ¢ +.. f(t)=Ae ™ +Be ™ +Ce™™....

s+a s+b s+c¢

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Com a transformada de z, ndo é necessaria a expansao. Basta, olhar para os termos:

AZ —akAT
— & Ae
Z—¢C

Manuel A. E. Baptista

A funcédo F(z)/z é desenvolvida através da expansao em frac¢des parciais.

- 94
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Revisao:
Dado G(v) fungao racional em v com grau N(v) < grau D(v)
N(v
G(V) = ( ) Pode ser escrita na forma
D(v)
G(v) = ZZ
i=l k= 1
Onde:

r = numero de polos
o, = multiplicidade do polo i
A, = coeficiente relativo a k-ésima parcela do polo i

©
I
7]
3
o
©
1]
i
<
)
=]
=
©
=

— 95
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais
Onde:

1 do™ o
A, = -p.)'.G
ik (Gi . k)' dvo-l._k [(V pl) (V)]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

2
s*+4
- . H(s)=
Exemplo 1: () (s+2)°(s* +2s+2)

©
I
10
£
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

Pdlos: duplos em s=-2 e complexo s=-14 r=4 o¢,=2 6,=1 c53=1

— 96
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

s’ +4 A B Cs+D
H(s)= — = >+ +—
(s+2)°(s"+25s+2) (s+2)° s+2 s +2s+1

A= {d [(s+z)2H<s>]}

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

(2-2) |ds*
s=—2
. s+4 _8_y
sTH25+2| 2
:.‘g [) 1 d2_1 2
4 B= s+2) H(s
:I:: 5 (2 . 1)! {dS21 [( ) ( ):I} .
d( s*+4 25> —ds—8
B= 2 4 3 2 =2
ds\s"+2s+2) = s +4s+8s"+8s+4|
Departamento de Informatica www.m.ip::n
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

Pdlo complexo: Cs+D = A + B
s’+25s+2 s+R—jI s+R+jI

Cs+D=(A4+B")s+ A(R+ jI)+B'(R—jI)

No caso: /' ! { d_ [(s+1—j)H(S)]}

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

= -1
(1-1)! ] ds -
2 .
SR 142 s
(s+2)*(s+1+ J)L_Hj 4
5 1 {d“
i < B'= [(s+1+ j)H(s)]}
< € _ 1-1
(1-1)!] ds .
2 2 .
S T \ 420 s,
(s+2°(s+1-p|_,, -4

98
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

Para fungbes com coeficientes reais: sempre B’=A"

Logo: C=2.Re{d}
D =-2[Re{p}.Re{d'} + Im{p}.Im{4'}]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Assim: C=2.(-1)=-2
D =-2[(-D)(=)+(0.5)()]=-3
H(s) = 2S ;i—4 _ 4 - 2 N 2—25—3
(s+2)°(s"+25+2) (s+2) s+2 s +2s+1

©
I
7]
3
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

Ernesto R. Afonso

Matlab: fungdo residue
‘}ﬁ| [r,p, k]l=residue (n,d)

< 99
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

No caso especifico da Transformada Z

. . . z
Como as funcdes basicas sao na forma:

zZ—d
A expansao em fracgdes parciais ndo pode ser aplicada directamente na X(z).

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X(z
1) Aplicar o método na funcgao: ( )
z
. , ) B
2) Aplicar o método na fungao: X(Z )

©
I
10
£
o
©
1]
i
<
©
=]
=
©
=

Ernesto R. Afonso

Matlab: fungdo residuez
™ [r,p,k]=residuez (n,d)

2 - 100
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- 2003-2004 -’ esi
= ngastaria o Satrmas o lformita
S Transformada de z — Inversa
‘,23 Expansao em fracgdes parciais
= 2 5
= 3z -2z
g Exemplo 1: X(Z) = 0 - :
2 (2 z)(Z -3)
A
2 X(2) 3z—2
= Método 1: — 6
= z (z=ikz—})
X(2) _ A N B
: z z—5 Z—+%
i 3,5 3z—-2
A=yl =t BZ( L)(6 L).(Z_; =2
(z-1)=—1) .1 FTaAETS =t
= 4 3
Departamento de Informatica www.m.ip::;t
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Logo: X(Z): 1 + 2
z z—% z—1

X(z)=—2+ 22

Z—y Z—3

Por tabela temos:

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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ZI Engeataria o Stitrmas o lsformitia
=
S Transformada de z — Inversa
‘,23 Expansao em fracgdes parciais
> 3z°—37
2 Método 2: X(2)= o
S (Z - z)(Z - 3)
A
(7)) 3 5 -1
< Yz = =z 4 B
5 (z )_(I_L —lx 1 ‘1)_1_L —1+1_1 -1
A 1 Z 32 1 Z 32
5 -1
— 3= 7 -(l—lz_1 =1
(l—lZ_IXI—lZ_l) !
4 3 =

Manuel A. E. Baptista
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Transformada de z — Inversa

Expansao em fracgdes parciais

Xz H= +

Por tabela temos:

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
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Transformada de z — Inversa

Método da Série de Poténcias

F(z) =f(0)+ f(AT)z"' + f(2AT)z> + f(BAT)z™ + ...

Os coeficientes da expansédo em série, representam os valores de f(t)
(normalmente uma série de valores numéricos)

(Z) = (1 — e_aAT 2fAT = 2 (1 — —ea_;FAT )Z —aAT
(z=1)(z=¢e™") z°=(+e™ )z+e

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

F(z)=(1-¢e ™)z +(1-e")z7 +....

Manuel A. E. Baptista

£r(t) = i (1- e *T)3(t — KAT)

105
Departamento de Informatica www.EET.ipv.pt

2003-2004 L eS'l
Transformada de z — Inversa

Método da Série de Poténcias

Definicdo da Transformada Z — Série de Laurent

X(z)= ix[n].z_”

n=—00

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X(2)=...+x[-2].z2° + x[-1].z + x[0] + x[1].z ™" + x[2].27% +...

Manuel A. E. Baptista
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Transformada de z — Inversa

Método da Série de Poténcias

z

Exemplo 1: X (z) =
e ) z+0.5

Sabemos por tabela: x[n]=(—0.5)"u[n]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

n 0 1 2 3 4

Isto é: xn] 1 —0.5 0.25 —0.125 0.0625 ...

Podemos calcular a série de poténcia de uma razao de polindbmios por
divisbes sucessivas:

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Transformada de z — Inversa

Método da Série de Poténcias

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

z ‘Z +0.5
—-z—-0.5 1-0.527"+0.25272-0.125z +....
—-0.5
0.5+0.25z""
0.25z"
—0.25z7' —0.125z2°
—-0.125z7°

0.125z72 +0.0625z°

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

108
Departamento de Informatica www.EE.ipv.pt




2003-2004 ’ e_S_]
Transformada de z — Inversa

Método da Série de Poténcias
2 1 -1 -1 -1
Exemplo 2: X(z)=z (1—52 x1+z Xl—z )
Polos somente em z=0, frac¢des parciais nao € apropriado.

Multiplicando todos os termos:
_ -2 _ 1 1 -1
X(z)=z"—5z-1+5z

De tabela temos:

x[n]=0o0[n+2]-30[n+1]-0[n]+35[n—1]

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

©
I
7]
3
o
©
1]
i
<
)
=]
=
©
=

Ernesto R. Afonso

Exemplo 3:  X(z)= log(l + az_l) , ‘z‘ > ‘a‘

— 109
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= Transformada de z — Pares de Transformadas de z=
a
2 x[n] X(2) ROC
g o[n] 1 Todo Plano Z
3 z
= z|>1
s ujn
@) [ ] z—1
2
= z
Z —u[-n-1] z|<1
2 z—1

Todo Plano Z exceto:
5[11—7’20] Z_”O z=0p/ny>0

‘:§_ 2 z=0 p/n,<0

<9 a un

[7] . z|>|a

>} —a"u|-n—1] z|<|a

lf";ll I Z—d 110
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?E Transformada de z — Pares de Transformadas de z
S x7n] X(2) ROC
z a.z
E nanu[n] (Z—a)2 Z| > |a
% n*.a"uln] az(z+a) > lg
z-a)
a 4>l
a (n + l)anu[n] (Z —a)2 z| > |a
cos(Qyn)uln] 2z —cos(@,) z|>1
E z —2COS(QO)Z+1
: : zsin(QO) o1
sin (Qqn Ju[ 7] 2~ 2c0s(Q, )z +1 B
2003-2004 -‘ e§'i

Transformada de z — Pares de Transformadas de 2™

=
O
o
o
g x[n] X(z) ROC
-
@)
. r" cos(Qyn )uln] zlz —r.cos(, )] z[>r
- 0 2 2
- z°=2r cos(Q0 ).z+r
&
: z.r.sin(Q
T e e
; N N
5 a",0<n<N-1 Zz —d
’ = 0
{O, outros z" 1(Z_a) ‘Z‘ g

Departamento de Informatica




Initial-value theorem:
x[n]=0. n<0

348
_]im_ X(z) = x[0]

-
_ 2003-2004 weS]
|S Engeabana dr Stemas r Iaformidica
G Transformada de z — Propriedades
@) TABLE 3.2 SOME z-TRANSFORM PROPERTIES
=
E Property Section
= Number  Reference Sequence Transform ROC
<C
- x[n] X(z) R,
Ll
8 x1|n] X1(2) Ry,
E x2[n] X2(2) Ry,
L 1 3.4.1 axy[n] + bxa[n] aXi1(z) +bX2(2) Contains Ry, N Ry,
D .- - .
) 2 342 x[n —ng] 7" X(z2) R, except for the possible
<§f addition or deletion of
& the origin or co
!Z, 3 343 zhx[n) X(z/z0) [zol Ry
wn
4 344 nx[n| —:{”‘:(Z) R, except for the possible
. addition or deletion of
the origin or oo
5 345 x*[n] X*(z*) R
©
- 1
§ 6 Re{x[n]} 3 [X(z) + X*(z")] Contains R,
m
wi - 1 * (% . [EirE
< 7 JTmix[n]} E_j[X(z) — X*(z*)] Contains R,
g 8 34.6 x*[—n] X*(1y/z*) 1/Ry
g 9 347 x1[n] * xa[n] X1(2)X2(2) Contains Ry, N Ry,

113
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Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

29 eSi

Engeabana dr Stemas r Iaformidica

Sistemas continuos em série com um amostrador ideal, em cada entrada

v
—
(@]
v
(S
~
w2
~
—
v
—
—
\ 4

Gy (s)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Xi(z,8) = G,(2,8)X,(2)

Xi(z) = X;(2,0) = G, (2,0)X . (2)

X (z,8) = G (2,8)X(2)

X (z,8) =Gy (2,8)G,(2,0)X.(z) = G(z,8)X

Manuel A. E. Baptista

G(z,e) =G (z,e)G,(z,0)

114
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Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Sistemas continuos em série com um amostrador ideal na primeira entrada

AT

E o [ FEe G | 1 Gy S

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

G(s)=G,(s)Gy(5)

X . (z,8) = G(z,8)X . (2)

G(z,e) = Z[G(s)] = Z[G , ()G ()]

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

Em geral G(z,e) %= G, (z,e)G(z,¢)
Departamento de Informatica www.m.ip::t
- 2003-2004 wesi
|: ) ~ ) Engeskana do Sttemas o lsformitica
S Transformada de z — Aplicagéo a Sistemas
E Sistemas continuos em série com um amostrador ideal na segunda entrada
2 AT

v X .

. e L6 [ Gl
o
<
=
llu_/: ' 1 '
. X(2,8) = Gy (2,€)X;(2) Xi(z) = X(z,0)

Xi(8)=G,(8)X,(s)

XS (Z, 8) dado por Gb (Z, 8) e por Z[Ga (S)Xe (S)]

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso
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Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

2003-2004

Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Sistemas Discretos e Continuos em série com um amostrador ideal

Gy (s)

>
(¢}
e
J >
o
w
>
— Y
>

Xi(2) = D, (2)X,(2)

X (z,8) = Gy (z,8)X(2)

X;(z) = X; (2)

X (z,€) = Gy, (z,8)D, (2)X . (z) = G(z,8)X ()

G(z,&) =G, (z,¢)D,(z)

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

2003-2004

Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Sistemas Continuos e Discretos em série com um amostrador ideal

X.(z,8) =G, (z,8)X,(2)

X (2) =X, (z,0)

X (z) =D (2)X; (2)

X:(z) =D} (2)G,(z,00X . (2) = G (2)X . (2)

G (z) =D (2)G,(z,0)

X . v X X

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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AT

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

D, (s)

Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Sistemas Discretos em Série com um amostrador ideal

X;(2) = D, (2)X.(2)

A\ 4

Dy(s) ——

D(z) = Dy, (2)D, (2)

X.(z) = D, (2)D, (2)X.(2) = D(2)X,(2)

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X (z,e) =X ,(z,e)+ X (z,¢)

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

X

Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Sistemas Continuos em Paralelo com um amostrador ideal

[ © o G,s) | e
AT T
1L Te ] G | b

X (2,8) = G, (2,€)X(2) + G (2,8)X, (2)
X, (z,8) =[G, (z,8) + G, (2,8)]X,(2) = G(z,8)X,(2)

G(z,e)=G,(z,)+G,(z,¢)

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Sistemas Discretos em paralelo com um amostrador ideal

b
Xe
D, (s)

*
Xa
*
! X
Xe AT S
i Xﬂ< X>k
U c Dy, (s) b

X;(2) = X, (2) + X4, (2)

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL
—

X(2) = D, (2)X (2) + D} (2)X . (2)

X.(z) =[D,(2) + Dy (2)]X.(2) = D(2)X.(2)

Manuel A. E. Baptista

D(2)=D,(2)+ D, (2)
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Transformada de z — Estabilidade

Sistemas Continuos em série com um zero-order hold
Funcgao de Transferéncia, através da resposta impulsional

AT
1 AT

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

v
=

X, = X o[u(t)—u(t—AT)]

1

>
>

Manuel A. E. Baptista

t

AT

A
A
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Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Transformada de Laplace

X; = Xe[u(t)—u(t—AT)]
Xi(s):Xeo[l_e_ ]:Xeo(l_e_ )
S S S

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

X (s) 1-—e ™7
X.(s)

G,() =

S

Manuel A. E. Baptista
Ernesto R. Afonso

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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Transformada de z — Aplicacao a Sistemas

Funcao de Transferéncia Global

X () 1-e

. G (s)
G(s G (s)=(1-e ") ——=2
(s) X (s) ((8) = ( ) -
G,(s) = GSS(S) Igual a G(s) com um integrador

SISTEMAS DE PROCESSAMENTO DIGITAL

G(s) =G, (s) - e_SATGI(S)

Transformada de z de G(s)

G () > Gy (z.%) e G, (s) > 27'G (2, ¢)

z—1

G(z,e)=(1-2")G,(z,¢) = G,(z,¢)

Z

esi
Engeskana o Shtemas o Informitica
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ZI Engentaria éo Shtemas ¢ Informéticn
= . ~ .
S Transformada de z — Aplicac&o a Sistemas
= Consequéncias no comportamento n
= .
2 G (s) =y —
A -1 S~ Pi
] n n
o I T 1 1
& G(s) = — = —]—-
A I ; s(s—pi) “= (-pi) s s—p;
<
1
= Transformada de z RN 1 NI 1
g S z—1 S—p; 7 — epit

n

z—1 I z—-1 .
G(z,¢) = - GI(Z,g):Z (—p-)[l_z epitesplt]
1i=1 1 o

Existem n pélos de G(z,e), que dependem dos n polos da fungcdo de
transferéncia do sistema continuo.

Manuel A. E. Baptista
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