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Programa:

1. Introdução ao Processamento Digital de Sinal

2. Representação e Análise de Sinais

3. Estruturas e Projecto de Filtros FIR e IIR

4. Processamento de Imagem

5. Processadores Digitais de Sinal
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Cota: 621.391 KUC INT
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Avaliação:
A avaliação é composta pela componente teórica e componente prática 

ponderadas da seguinte forma:

Classificação Final = 80% * Frequência ou exame + 20% * Prática

O acesso ao exame não está condicionado embora não tenha função de 
melhoria, ou seja, se o aluno entregar a prova de exame, será essa a 
classificação a utilizar no cálculo da média final independentemente da nota 
da prova de frequência obtida.

A avaliação prática é constituída por trabalhos laboratoriais a executar 
em MATLAB
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Representação e Análise de Sinais (tempo)
• Transformada de z - Sumário

– Classificação dos Sinais
– Amostragem de Sinais Contínuos
– Transformada de z: definição
– Transformada de z : propriedades
– Transformada de z inversa
– Aplicação aos Sistemas
– Notas sobre estabilidade
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• Sinais Contínuos (ou analógicos)

• Sinais Amostrados

• Sinais Discretos

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Sinais Contínuos (ou analógicos)

Sinais Contínuos (Simples ou múltiplo)

t
y(t)

u(t) Descontinuidade

G(s)u(t) U(s) y(t) Y(s)

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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x(t)

t
x[k T]

t
Modulado em Amplitude

t

x[k T]
Modulado em largura de impulso

Sinal Original

Sinal Amostrado: Técnicas de Modulação

Transformada de z– Classificação dos Sinais
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• As amostras existem apenas nos instantes de amostragem
• A altura relativa, representa o valor (informação)
• O período de amostragem T é constante
• Capaz de fazer funcionar um sistema físico

t

x’(t)

T

k T
(K+1) T

Sinal Amostrado

Transformada de z– Classificação dos Sinais
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Amostra Física

t

h Área da Informação =h

Impulso de Dirac (ou unitário) à
medida que 
(Distribuição)

Nota: A energia do impulso unitário é finita (capaz fazer funcionar um 
sistema físico

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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• Denotados como x*(t)
• Os valores encontram-se definidos apenas nos instantes de amostragem
• A altura relativa, representa o valor numérico 
• O período de amostragem T é constante
• Utilizado para operações aritméticas
• Incapaz de por em funcionamento um sistema físico

t

x*(t)

T

k T
(K+1) T

Sinais Discretos (em amplitude ou no tempo)
Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Aplicação

G(s)
u(t) y(t)

Sinal Contínuo

Medição
(ADC)

Driver
(DAC)Computador

Sinal Discreto Amostragem

Amostras ou Degraus

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Sistema Contínuo

G(s)x(t)

x(t)

t

y(t)

t

y(t)

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Sistema Amostrado

x’(t)

t

y(t)

t

G(s)x’(t) y(t)

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Sistema amostrado com circuit hold

G(s)x’(t) y(t)

u(t)

t

y(t)

t

Hold

x’(t)

t

u(t)

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Sistema Discreto

D(z)x*(t) y*(t)

y*(t)

t

x*(t)

t

D(z) é definida pelas equações diferença ou pela função de transferência

Transformada de z – Classificação dos Sinais
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Instante de Amostragem e Atraso

t

t=k Tt=(k-1) T t=(k+1) T

t=(k+ ) T

x[k-1]

x[k]
x[k+1]x[k, ]

x(k T)=x[k, ]=x[k]=x kVárias notações

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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t

Instantes de Amostragem

(k-1) T (k+1) T
k T

)t(

Função de Amostragem

n = inteiro………-2,-1,0,1,2,3,4,………..

n

n
)Tnt(T)t( Função Periódica

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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1dte)t(T
T

1dte)t(f
T

1c T
tnj22/t

2/t

T
tnj22/t

2/t
n

Decomposição em Série de Fourier T
tnj2n

n
nec)t(

n,1cn

n=0 n=1n=-1

T
n2

0 T
2

T
2

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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n

n

n

n
)

T
n2()

T
nf()(

t
5

t
5 0

t
4

t
3

t
2

t
1

t
4

t
3

t
2

t
1

2
f

n

n

n

n
)

T
nf()Tnt(

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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Amostrador Ideal

)t()t(f)t(f '

t

f(t)

T T2 T3 T4 T5T2T3T4T5 T 0

)Tnt()t(fT)t(f
n

'

T T2 T3 T4 T5T2T3T4T5 T 0

t)t(

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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Processo de Amostragem

Função Contínua
f(t)

Amostrador
(t)

Série
de

Amostras

T

Reconstrução ?

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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)t()t(f)t(f '

Análise no domínio da Frequência
n

n
)Tnt(T)t(

• F ( )= Transformada de Fourier de f(t)
• ( )= Transformada de Fourier de (t)
• F’ ( )= Transformada de Fourier de f’(t)

)()(F)(F' Convolução no domínio da frequência

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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d)
T
n2()(Fd)()(F)('F

n

)
T
n2(Fd)

T
n2()(F)('F

nn

)
T
n2(F)('F

n

Análise de F’( )

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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O espectro de frequência sobrepõem-se (Folding)

0

Componentes Primárias
Componentes Fundamentais

ss

Componentes
Complementares

Componentes
Complementares

)('F

2
s

2
s

2
s Frequência de Folding

Aliasing

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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Amostrador Filtro
f(t)

f’(t) f °(t)

)(W)('F)(F cNo domínio da frequência

0 sss2 s2

)('F

cc

Janela )(Wc
c2

1

Reconstrução

d)t(w)('f)t(f cNo domínio do tempo

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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d
)t(

)t(sin)Tn()Tn(f)t(f
c

c

n

n c

c

n c

c

)Tnt(f2
)Tnt(f2sin)Tn(f)t(f

)Tnt(
)Tnt(sin)Tn(f)t(f

Tn

tf2
)tf2sin(

t
)tsin(de

2
1)t(w

c

c

c

ctj2

c
c

c

c

Reconstrução

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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Reconstrução

t

f(t)
Funções de Interpolação

n T (n+1) T (n+2) T (n+3) T

Transformada de z – Amostragem de Sinais Contínuos
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Transformada de z – Definição

Seja um sistema discreto LTI:

x[n] y[n]h[n]

Com: Complexoszznx n ,][

A saída y[n] pode ser calculada como:

30

SI
ST

EM
AS

 D
E 

PR
O

CE
SS

AM
EN

TO
 D

IG
IT

AL

Departamento de Informática

2003-2004

M
an

ue
l A

. E
. B

ap
tis

ta
Er

ne
st

o 
R

. A
fo

ns
o

k

kn

k

kn

k

zkhzny

zkhny

knxkhny

nhnxny

][][

][][

][][][

][*][][

Transformada de z – Definição
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Definindo:
k

kzkhzH ].[)(

Temos que: nzzHny )(][

k

kn zkhzny ][][

Cte complexa

Transformada de z – Definição
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Logo, definimos Transformada Z do sinal discreto x[n] como:

n

nznxnxZzX ].[]}[{)(

)(][ zXnx Z

Transformada Z Unilateral:

0
].[)(

n

nznxzX

Equivalente à TZ bilateral quando x[n]=0 n<0 ;

Transformada de z – Definição
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Escrevendo o número complexo z na sua forma polar:

jerz .

Temos:
n

njnj ernxerX .].[.

Logo:
nj rnxFerX ].[.

Se r =1: ][nxFeX j

Transformada de Fourier

Transformada de z – Definição
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Logo: Transformada Z pode ser obtida a partir da Transformada de Fourier 
fazendo: jez

ze j
nxFzX ][)(

O inverso nem sempre é verdade!!!

nrnxFnxZ ].[][
Pois:

Pode fazer com que alguns sinais se tornem convergentes

Transformada de z – Definição
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• Estão envolvidos factores como Exp(-s T).
• Ao contrário da maioria das funções de transferência dos sistemas contínuos, não 
conduz a funções racionais

1k

Tsk

0k

Tsk

0

st

0k
e)Tk(f

2
)0(fe)Tk(f

2
)0(fdte)Tkt()t(f)]t('f[L

Aplique-se a transformada de Laplace de f’(t)

0k0k
)Tk(f)Tkt()t(f)t('f

t
)t('f

Para sinais 
amostrados
ou discretos

Transformada de z – Definição
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Tsez

0k

k

0k

k z)k(fz)kT(f)z(F

)k('F)0(f
2
1)s(F'

)Tsin(e)zIm(
)Tcos(e)zRe(

j)zln(
T

1s

T

T

)]zln(
T
1s)[s('F)z(F

Laplace z

t k

Transformada de z – Definição
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1z)k(x )1k(x

Representação dum atraso

Transformada de z – Definição
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A operação, de cálculo da transformada de z duma função contínua f(t), 
envolve os seguintes três passos:

1- f(t) é amostrado através dum amostrador ideal, para obter f’(t)

2- Determina-se a transformada Laplace de f’(t)
0k

Tkse)Tk(f)s('F

3- Troca-se                por z em F’(s) para obter  Tse
0k

kz)Tk(f)z(F

Transformada de z – Definição
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f(t) F(s) F(z)

)t(

Algumas transformadas de z

11

)Tkt( Tske
kz

s
1

1z
z)t(u

t 2s
1

2)1z(
Tz

2t 3s
2

3

2

)1z(
)1z(zT

as
1

Taez
z

ate
atte 2)as(

1
2Ta

Ta

)ez(
Tze
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Analogia Contínuo Discreto

Contínuo: Transformada de Laplace:

dtetxsX st).()( js

Fazendo: js

Obtemos a Transformada de Fourier:

dtetxX tj).()(
j s

Eixo j

Se eixo j ROC
0

dteetxsX tjt .).()(

Transformada de z – Definição
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z

1-1
Re{z}

Im{z}

Discreto: Transformada Z:

( ) [ ]. n

n
X z x n z

jerz .

Fazendo: jez
Obtemos a Transformada de Fourier:

n

njenxX ].[)(

Circulo Unitário

Se circulo unitário ROC
r0

( ) [ ] .n j n

n
X z x n r e

Transformada de z – Definição
Analogia Contínuo Discreto
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Exemplo: ][][ nuanx n

0

1

0
..)(

].[)(

n

n

n

nn

n

nn

zazazX

znuazX

PG: =a.z-1 a0=1   n=

1
1

0

n

n aS
1

1

.1
).(11)(

za
zazX

Converge se: 1. 1za az

Analogia Contínuo Discreto
Transformada de z – Definição
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Neste caso:

az
az
zzX

za
zX

,)(

.1
01)( 1

z

1-1
Re{z}

Im{z}

a
Se |a|<1 T.Fourier

|a|>1 T.Fourier

Transformada de z – Definição
Analogia Contínuo Discreto
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Exemplo 2: ]1[][ nuanx n

1

1

1

1
1

1
1

.)(

...)(

].1[)(

n

n

n

n

n

n

n

nn

n

nn

zazX

zazazazX

znuazX

PG: =a-1.z   a0= a-1.z   n=

1
1

0
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.1
).(1)( 1

1
1

Converge se: 1.1 za az

Analogia Contínuo Discreto
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Neste caso:

az
az
zzX

za
zazX

,)(

.1
01)( 1

1

z

1-1
Re{z}

Im{z}

a Se |a|>1 T.Fourier
|a|<1 T.Fourier

Transformada de z – Definição
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• Sinais diferentes podem ter a mesma expressão algébrica de X(z). 

• Logo uma Transformada z só é completamente definida se especificarmos:

- Expressão algébrica de X(z)

- Região de Convergência (ROC)

Comentários

Transformada de z – Definição
Analogia Contínuo Discreto
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Mapeamento
Tsez

Plano S

Plano z

T
2

s

2
s

2
s

Fatia principal

j

Re[z]

Im[z]

1

23

4 5

A metade esquerda
da fatia primária é
mapeada no 
interior do 
circulo unitário. 1

2

5

3
4 1

Transformada de z – Definição
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Plano s

Plano z

2
s

2
s

Fatia primária

j

1

2 3

45

1 Rez

Imz

2

5

3

4 1

Tsez

A metade direita
da fatia principal é
mapeada fora 
do círculo unitário

Transformada de z – Definição
Mapeamento
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Plano s

Plano z

)k
2
1(s

)k
2
1(s

Fatia complementar

j

Rez

Imz

1

A metade esquerda da
fatia complementar, 
é também mapeada
no interior 
do circulo unitário. 

Tskj2TsTjkTsT)jks( eeeeee ss

1

23

4 5
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Propriedades de F’(s) no plano s

Fatia primária

j

2/s

2/s

2/3 s

2/5 s

2/3 s

2/5 s
)s('F)jms('F s

0s

s0 js

s0 2js

s0 2js

s0 js

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Transformada de z – Definição
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Fatia primária
2/s

2/s

2/3 s

2/5 s

2/3 s

2/5 s

0s

s0 js

s0 2js

s0 2js

s0 js

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

X

X

X Pólos de F’(s) na fatia principal

X

X

X
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Fatia primária
2/s

2/s

2/3 s

2/5 s

2/3 s

2/5 s

0s

s0 js

s0 2js

s0 2js

s0 js

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

Fatia
complementar

X

X

Pólos X de F’(s) nas fatias complementares

X

X

X

Folded back poles

Transformada de z – Definição
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Lugares de amortecimento constante

Plano s Plano z

12

j

TjTeez 1

TjTeez 2

Transformada de z – Definição
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Lugares de frequência constante

Plano s Plano z

1j

1j

j
Tj 1ez

Tj 1ez

2j
T1

T2

Transformada de z – Definição
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Mapeamento entre o plano s e o plano z

Conclusão:

Todos os pontos da metade esquerda do plano s, são mapeados na região 
interior do circulo unitário, no plano z. 

Os pontos da metade direita do plano s são mapeados na região exterior 
do circulo unitário, no plano z. 

Transformada de z – Definição
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Diagrama de pólos e zeros

Representação gráfica no plano z dos pólos e zeros.

z

1-1
Re{z}

Im{z}

a

az
az
zzX ,)(

Transformada de z – Definição
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Exemplo 3: ][
3
1][

2
1][ nununx

nn

0

1

0

1

00

0

3
1

2
1)(

3
1

2
1)(

3
1

2
1)(

][
3
1][

2
1)(

n

n

n

n
n

n
n

n

n
n

n

n
nn

n

n
nn

zzzX

zzzX

zzX

znunuzX

Diagrama de pólos e zeros
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3
1

2
11

3
11

2
1 1

1
1

1)(
z
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3
1

2
1 zz

6
1

6
12
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12
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Diagrama de pólos e zeros
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z

1-1
Re{z}

Im{z}

1/2

z

1-1
Re{z}

Im{z}

-1/3

3
1z

z

1-1
Re{z}

Im{z}

1/2-1/3

1/12
3
1

2
1

12
12)(
zz

zzzX

2
1z
z

3
1z
z

2
1z

2
1z

Diagrama de pólos e zeros
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Exemplo 4: ]1[
2
1][

3
1][ nununx

nn

Usando os resultados das análises anteriores e a Propriedade de 
Linearidade da Transformada Z.

3
1][

3
1

3
1
z

z
znu Z

n

2
1]1[

2
1

2
1
z

z
znu Z

n

Logo: 2
1

3
1:)(

2
1

3
1

zROC
z
z

z
zzX

Diagrama de pólos e zeros
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zz

zz
z
z

z
zzX

z

1-1
Re{z}

Im{z}

1/2-1/3

1/12

2
1

3
1: zROC

Diagrama de pólos e zeros

Transformada de z – Definição

62

SI
ST

EM
AS

 D
E 

PR
O

CE
SS

AM
EN

TO
 D

IG
IT

AL

Departamento de Informática

2003-2004

M
an

ue
l A

. E
. B

ap
tis

ta
Er

ne
st

o 
R

. A
fo

ns
o

Exemplo 5:
outros

Nna
Nnunuanx

n
n

,0
10,

][][][

1

0

1

1

0

.)(

.].[)(

N

n

n

N

n

nn

n

n

zazX

zaznxzX

PG: a0=1 =a.z-1 n = N

1
1

0

n

n aS

1

1

.1
.11)(
za
zazX

N

X(z) converge se 
Nza 1.

Isto é: 0zea

Diagrama de pólos e zeros
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zX
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zazX

NN

N

N

NN

NNN

1

11

1

1)(

.1
.1

.1
.11)(

Pólos da X(z):
azempóloaz
zempólosNzN

0
0101

Zeros da X(z):
1...,,1,0.

0
/2 Nkeazemzeros

polinômiodoraízesZerosaz
Nkj

NN

Quando k=0:  zero em z = a logo cancela com o pólo em z = a

Diagrama de pólos e zeros
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Logo tem-se: 
• N-1 pólos em z=0
• N-1 zeros distribuídos 
uniformemente sobre um 
círculo de raio a

z

1-1
Re{z}

Im{z}

(7)
a

p/  N=8

2 k/8

ROC: Todo plano z com excepção de z=0

Diagrama de pólos e zeros
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Considerando X(z) uma função racional em z e x[n] finito p/n finito

1) A ROC de X(z) é um anel ou disco centrado na origem (z=0)

2) A Transformada de Fourier de x[n] converge absolutamente se e só se 
a ROC de X(z) inclui a circunferência unitária.

3) A ROC não contém pólos de X(z)

4) Se x[n] tem duração finita, x[n] 0 p/ - <N1 n N2< , a ROC é todo 
plano z com possíveis excepções em z=0 e z=

Propriedades da ROC
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Convolução

)z(F)z(F])TnTk(f)Tn(f[Z)]t(f)t(f[Z 21

k

0n
2111
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k
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21

]z)TnTk(f)Tn(f[])TnTk(f)Tn(f[Z k
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k

0n
21

k

0n
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0k 0n
21

k

0n
21

nkm

m

0m
2

0n

n
1

k

0n
21 z)Tm(fz)Tn(f])TnTk(f)Tn(f[Z

)z(F)t(f 11
)z(F)t(f 22
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0k

k** z)k(f)z(F

0k

k1

0k

kk* )ze(ze)z(F

ez
z

ze1
1)k(F 1

*

k* e)k(f

0k,0)k(f *

0

k

1

Aplicação da transformada de z
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)
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z(

2
1)z(F jj
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]
1)(zCos2z

)(zCos2z2[
2
z]

1)ee(zz
)ee(z2[

2
z)z(F 2jj2

jj
*

1cosz2z
)cosz(z)z(F 2

*

Cosseno Discreto

ez
z]e[Z k

]
)ez)(ez(
)ez()ez([

2
z)z(F jj

jj
*
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Outra aproximação
jke)ksin(j)kcos()k(y

sinjcosz
z

ez
z)z(Y j

)sinjcosz)(sinjcosz(
)sinjcosz(z)z(Y

1cosz2z
)sinjz)cosz(z)z(Y 2

1cosz2z
)cosz(z[cos]Z 2 1cosz2z

)sin(z[sin]Z 2
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Função DIRAC

1)]t([F

)t(

1)0(z)t()]t([F
0k

Ts

Transformada de z – Propriedades
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Função Degrau Amostrado

t

u(t)

T T2 T3 T4 T5

1

0

1z
z

z1
1)z(U

e1
1e)s(U

1

Ts
0k

Tsk

1z
z

z1
1z)z(U

e)s(U

1
0k

k

0k

Tsk

Nota: Equivalente a Exp(- k) com 0

Transformada de z – Propriedades
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T )Tkt(

t

T

T

0k

k
e

Ts

0k

T)k(s
e

'
e z)T)k[(xee)T)k[(x),s(X

k
e

'
e ]T)k(t[)t(xx

Trem de Impulsos com atraso
Transformada de z – Propriedades
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Transformada de z completa

0k

k

0k

k z),k(fz]T)k[(f),z(F

Exemplo: função exponencial

1T,0,e),k(f )k(

e
ez

zzeeze),z(F
0k

kk

0k

k)k(

e
ez

z),z(F

Transformada de z – Propriedades
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Adição e Subtracção

k

0k
222

k

0k
111

z),Tk(f)],k(f[Z),z(F

z),Tk(f)],k(f[Z),z(F

),z(F),z(F)],k(f),k(f[Z 2121

Transformada de z – Propriedades
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Multiplicação por uma constante

ttanconsa

z),Tk(f)],k(f[Z),z(F k

0k

),z(aF)],k(af[Z

Transformada de z – Propriedades
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Linearidade

),k(F),,k(F),k(f),,k(f 2121

constantesK K,1 2

),z(FK),z(FK)],k(fK),k(fK[Z 22112211

Aplicação

1K

2K
+

1f

2f
f 1K

2K
+

1f

2f
f

Transformada de z – Propriedades
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Teorema do deslocamento à direita

t

),k(f
),nk(f

0k

)nk(

0k

nk z),nk(fzz),nk(f)],nk(f[Z

)],k(f[Zzz),m(fz)],nk(f[Z
0m

nmn

)],k(f[Zz)],nk(f[Z n 0n

Transformada de z – Propriedades
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Aplicação

Função Degrau Unitário, atrasada de um período de amostragem

1z
1)

1z
z(z)]Tt(u[Z 1

Transformada de z – Propriedades
Teorema do deslocamento à direita
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0k

)nk(

0k

nk z),nk(fzz),nk(f)],nk(f[Z

0m

1n

0m

mnmn z),m(f)],k(f[Zzz),m(fz)],nk(f[Z

t

),k(f
),nk(f

1n

0m

mn z),m(f)],k(f[Zz)],nk(f[Z

Transformada de z – Propriedades
Teorema do deslocamento à esquerda
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Translação complexa ou amortecimento

f(t) é multiplicada no domínio contínuo por Exp(- t) e depois amostrada à taxa T

)ze(F]e)t(f[Z)z(G Tt

Transformada de Laplace

dte)t(f)s(F
0

st

)s(Fdte)t(fdtee)t(f)s(G
0

t)s(

0

stt

T1TTsT)s( ezeee

Transformada de z – Propriedades
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Aplicação

Determine a transformada z de                     amostrada à taxa T sabendo que:)tsin(e at

Ta
2 zez,

1)Tcos(z2z
)Tsin(z[sin]Z

1)Tcos(ze2ez
)Tsin(zesin]e[Z TaTa22

Ta
at

Ta2Ta2

Ta
at

e)Tcos(ze2z
)Tsin(zesin]e[Z

Transformada de z – Propriedades
Translação complexa ou amortecimento
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k

0n
),n(f),k(s

t

S,f

),k(Sz),k(F),k(S 1

),1k(f),k(f),n(f),k(f),k(s
1k

0n

),k(F
1z

z),k(S

Soma duma função

Transformada de z – Propriedades



83

SI
ST

EM
AS

 D
E 

PR
O

CE
SS

AM
EN

TO
 D

IG
IT

AL

Departamento de Informática

2003-2004
M

an
ue

l A
. E

. B
ap

tis
ta

Er
ne

st
o 

R
. A

fo
ns

o

Equação Diferença

),1k(f),k(f),k(f

),z(Fz),z(F)],k(f[Z 1

),z(F)z1()],k(f[Z 1

),z(F
z

1z)],k(f[Z

Transformada de z – Propriedades
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),1k(f),k(f),k(f

kt

kt

kt

Exemplo: Função Degrau

Transformada de z – Propriedades
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]z1)[,z(F)],1k(f[Z)],k(f[Z)],k(f[Z 1

),z(F
z

1z)],k(f[Z

kt

1
1z

z
z

1z)z(V

u(t)

-u(t- T)

V(t)=u(t)-U(t- T)

Transformada de z – Propriedades
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0k

kz),k(f),z(F

Teorema do Valor Inicial

Se f(t) tem a transformada de z F(z) e se o lim F(z) quando z existe

),z(Flim),0(f),k(flim
z0k

2

0k

1k z)T2(fz)T(f)0(fz)k(f)z(F

Transformada de z – Propriedades
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),z(F)1zlim(),k(flim

),z(F
z

1zlim),z(F)z1lim(),k(flim 1

k 1z

Transformada de z – Propriedades
Teorema do Valor Final
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Exemplo de Aplicação

)208.0z416.0z)(1z(
z792.0)z(F 2

2

Valor Inicial 0
z

z792.0)z(F 3

2

Valor Final 1
)208.0416.01(

792.0)k(f

Expandindo F(z)

....z99.0z989.0z983.0z01.1z091.1z12.1z792.0)z(F 7654321

Transformada de z – Propriedades
Teorema do Valor Final
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kz),k(f

),k(f ),z(F

?

- Referência às tabelas
- Identificação Prática
- Métodos Analíticos
- Decomposição
- Inversão Numérica

Transformada de z – Inversa
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)z(G
1z

z
ez

z
1z

z)z(F

Exponencial Discreta g(k)

Identificação Prática

Soma duma função

Transformada de z – Inversa
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0k

kz),k(f),z(F dzz),z(F
j2
1),k(f 1k

x

x
x

xx
xo Re z

Im zSeries de Laurent Teorema de Cauchy

Circundando todas singularidades de F(z, )

Transformada de z – Inversa
Método Analítico
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Transformada de z – Inversa
Demonstração da fórmula de inversão.

2

2

1

...
2
1][

...
2
1][

.].[
].[.

].[)(

dreerXnx

deerXrnx

erXFrnx
rnxFerX

rnxFzX

njj

njjn

jn

nj

n
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2

...
2
1][ dreerXnx njj

Mudança de variáveis:
dz

erj
d

dejrdz
erz

j

j

j

.
11
..

.

Variando de 0 a 2 z varia sobre uma circunferência de raio r.
|z|=r ROC de X(z)

1[ ] ( )
2

n

r

zx n X z dz
j z

11[ ] ( )
2

n

r

x n X z z dz
j

Resolve-se utilizando o Teorema dos Resíduos

Transformada de z – Inversa
Demonstração da fórmula de inversão.
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Com a transformada de Laplace,

....
cs

C
bs

B
as

A)s(F ....CeBeAe)t(f ctbtat

Com a transformada de z, não é necessária a expansão. Basta, olhar para os termos:

Tak
Ta Ae

ez
Az

A função F(z)/z é desenvolvida através da expansão em fracções parciais.

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Revisão:
Dado G(v) função racional em v com grau N(v) < grau D(v)

r

i k
k

i

ik
i

pv
AvG

vD
vNvG

1 1
)(

)(
)()( Pode ser escrita na forma

Onde:
r = número de pólos

i = multiplicidade do pólo i
Aik = coeficiente  relativo a k-ésima parcela do pólo i

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Onde:

i

i

i

i

pv

ik

k

i
ik vGpv

dv
d

k
A )(.

!
1

Exemplo 1: )22()2(
4)( 22

2

sss
ssH

Pólos:  duplos em s=-2   e  complexo s=-1 j      r=4 1=2 2=1 3=1

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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122)2()22()2(
4)( 2222

2

ss
DCs

s
B

s
A

sss
ssH

4
2
8

22
4

)(2
!22

1

2
2

2

2

2
22

22

s

s

ss
sA

sHs
ds
dA

2
4884

842
22

4

)(2
!12

1

2
234

2

2
2

2

2

2
12

12

ss

s

ssss
ss

ss
s

ds
dB

sHs
ds
dB

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Pólo complexo:
jIRs

B
jIRs

A
ss
DCs ''

222

)(')(')''( jIRBjIRAsBADCs

No caso:

jj
jss

sA

sHjs
ds
dA

js

js

5.01
4
24

)1()2(
4'

)()1(
)!11(

1'

1
2

2

1
11

11

jj
jss

sB

sHjs
ds
dB

js

js

5.01
4
24

)1()2(
4'

)()1(
)!11(

1'

1
2

2

1
11

11

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Para funções com coeficientes reais: sempre B’=A’*

Logo:
}'Im{}.Im{}'Re{}.Re{2

}'Re{.2
ApApD

AC

Assim:

3)1)(5.0()1)(1(2
2)1.(2

D
C

12
32

2
2

)2(
4

)22()2(
4)( 2222

2

ss
s

sssss
ssH

Matlab: função residue
[r,p,k]=residue(n,d)

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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No caso específico da Transformada Z

Como as funções básicas são na forma:
az
z

A expansão em fracções parciais não pode ser aplicada directamente na X(z).

Soluções:

1) Aplicar o método na função:
z
zX )(

2) Aplicar o método na função:
1zX

Matlab: função residuez
[r,p,k]=residuez(n,d)

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Exemplo 1:
3
1

4
1

6
523)(
zz
zzzX

Método 1:

3
1

4
1

3
1

4
1

6
5

)(

3)(

z
B

z
A

z
zX

zz
z

z
zX

13

4
1

4
1

3
1

4
1

6
5

z

z
zz

zA 23

3
1

3
1

3
1

4
1

6
5

z

z
zz

zB

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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3
1

4
1

3
1

4
1

2)(

21)(

z
z

z
zzX

zzz
zXLogo:

Por tabela temos:

][2][][ 3
1

4
1 nununx nn

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Método 2:

1
3
11

4
11

3
11

4
1

1
6
5

1

1111
3

)(
z
B

z
A

zz
zzX

3
1

4
1

6
523)(
zz
zzzX

11
11

3

4
1

1
4
1

1
3
11

4
1

1
6
5

z

z
zz

zA

21
11

3

3
1

1
3
1

1
3
11

4
1

1
6
5

z

z
zz

zB

Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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1
3
11

4
1

1

1
2

1
1)(

zz
zX

Por tabela temos:

][2][][ 3
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Transformada de z – Inversa
Expansão em fracções parciais
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Os coeficientes da expansão em série, representam os valores de f(t) 
(normalmente uma série de valores numéricos)
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Transformada de z – Inversa
Método da Série de Potências
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Transformada de z – Inversa

Definição da Transformada Z Série de Laurent
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Método da Série de Potências
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Exemplo 1:
5.0

)(
z
zzX

Sabemos por tabela: ][)5.0(][ nunx n

Isto é: ....0625.0125.025.05.01][
...43210

nx
n

Podemos calcular a série de potência de uma razão de polinómios por 
divisões sucessivas:

Transformada de z – Inversa
Método da Série de Potências
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Exemplo 2: 111
2
12 111)( zzzzzX

Pólos somente em z=0, fracções parciais não é apropriado.

Multiplicando todos os termos:
1

2
1

2
12 1)( zzzzX

De tabela temos:

]1[][]1[]2[][ 2
1

2
1 nnnnnx

Exemplo 3: azazzX ,1log)( 1

Transformada de z – Inversa
Método da Série de Potências
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Transformada de z – Pares de Transformadas de z
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Transformada de z – Pares de Transformadas de z
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Transformada de z – Propriedades
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Sistemas contínuos em série com um amostrador ideal, em cada entrada

)s(G a )s(G b
ex '

ex ix '
ix sx
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)z(X),z(G),z(X '
eai
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'
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Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Em geral ),z(G),z(G),z(G ba

Sistemas contínuos em série com um amostrador ideal na primeira entrada

Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Sistemas contínuos em série com um amostrador ideal na segunda entrada

Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Sistemas Discretos e Contínuos em série com um amostrador ideal

Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Sistemas Contínuos e Discretos em série com um amostrador ideal
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Sistemas Discretos em Série com um amostrador ideal
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Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Sistemas Contínuos em Paralelo com um amostrador ideal

),z(G),z(G),z(G ba

),z(X),z(X),z(X bas

)s(G b

)s(G a

ex sx
T

'
ex

ax

bx
+

'
ex

)z(X),z(G)z(X),z(G),z(X '
eb

'
eas

)z(X),z(G)z(X)],z(G),z(G[),z(X '
e

'
ebas

Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Sistemas Discretos em paralelo com um amostrador ideal
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Sistemas Contínuos em série com um zero-order hold
Função de Transferência, através da resposta impulsional
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Transformada de z – Estabilidade
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Transformada de Laplace
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Transformada de z – Aplicação a Sistemas
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Função de Transferência Global

s
)s(G

(s)G s
I Igual a G(s) com um integrador

Transformada de z de G(s) )s(Ge)s(GG(s) I
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Consequências no comportamento n

1i i
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r)s(G

]
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1
s
1[
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)ps(s
r)s(G

i

n

1i i
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1i i

i
I

Transformada de z
1z
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1 tp
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1z1[
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Existem n pólos de G(z, ), que dependem dos n pólos da função de 
transferência do sistema contínuo. 

Transformada de z – Aplicação a Sistemas


