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Ficha Pratica n2 4
Séries de Poténcias

1. Usando o critério de Weierstrass, mostre que as séries seguintes convergem uniformemente
em |z| <r <1:

> ncos3n
n.
(2) Z 1+5n =
n=1
* nZ—3cosn
b 2n—1.
(b) n; 002 +7 ~

2. Supondo que (ay) convirja, prove que Z anz" converge uniformemente em |z| < r < 1.

3. Derivando e integrando a série
1

o0
1—z:nzzozn’

obtenha, para |z| < § < 1, os desenvolvimentos:

1 [e.e]
() g = X (D"
n=0
o0 Zn
(b) In(1—2)=— Z —, onde In(1 — z) é a determinacao do logaritmo que corresponde
n
n=1
alnl=0.

4. Proceda de forma andloga ao feito no exercicio anterior para mostrar que:

1 = n n.
(a) 0127 :g::[)(—l) (n+1)z"

oo n+1Zn
(b) m(1+2) = ED"2 <

n=1 n

5. Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de z — 3 e z — (—4) da fungao
1/z. Determine o raio de convergéncia.

6. Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de z e de (z+1i) da funcdo (2z —3)~1.
Determine os raios de convergéncia e represente graficamente as bolas de convergéncia.
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7. Determine os raios de convergéncia das seguintes séries:

a) Z nz"; (b) Z n!z"; (c) Z (Z;‘i)n;
n=0 n=0 n=0 :
d) i In(3n% +5)(z + )" i sinhn)z

n=0
8. Obtenha os seguintes desenvolvimentos, validos para todo o z:

n+1

o
(a) sinz Z 2n—1 2L

o Z2n
(d) coshz = Z :
= (2n)!

9. Mostre que o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcdo sin~!z para a deter-
minacdo sin~' 0 = 0 é dado por:

l

2n+1
e Z+222"2n—|—1( DEM

para |z| < 1.
10. Obtenha as séries de poténcias de z das seguintes fungoes:

(a) cos™!z; (b) tan~!z;

R

Considere as determinacoes dadas para cos™ 0 =1, tan0=0e /1 = 1.

11. Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a determinagao principal (In1 = 0) de
f(z)=zlnz—z.

12. Desenvolva em série de poténcias de z — 4 a funcao

9g\z) = =5
()=
e represente graficamente a sua bola de convergéncia.

Sugestao: Aplique o desenvolvimento binomial, notando que z = 4 4 (z — 4).



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Desenvolva em séries de poténcias de z as fungoes

1 z

R M L e F)

Sugestao: Use decomposicao em fragoes simples.

= (-

Mostre que sinz = Z -~ (z—nm)¥*™! onde n é um inteiro qualquer.
= (25 — 1!
Obtenha o desenvolvimento de cos z em poténcias de (z — nm — 7/2), onde n é um inteiro

qualquer.

Demonstre que o desenvolvimento de uma funcao par (impar) em poténcias de z s6 contém
poténcias pares ({mpares).

Obtenha as séries de Laurent nos seguintes casos

1
(a) f(Z):m, ZOZ]., 0<|Z—1|<1,
1
(b) f(Z):m, 20:1, 1<|Z—1|,
25
(c) f(z):;, 2o=0, 1<|z|;

(d) f(z)=2"€"%, 2,=0, 1< |2|.

Demonstre que uma fungao analitica no plano estendido (incluindo z = o0) é necessaria-
mente constante.

Seja f uma funcao regular no ponto z,. Mostre que z, ¢ um zero de ordem m de f se e s6
se

f(z0) = f,(ZO) == f(m_l)(ZO) e f(m)(ZO) #0.

Mostre que as fungoes

3 2

(cosz—1)3sinz e (e —1—2)3sin®2

possuem zeros de ordem 7 e 8, respectivamente, no ponto z = 0.
Determine a ordem do zero z = 0 das seguintes fungoes:

. 2 . .
(a) eSinz _ €Z; (b) (ez _ 1)(Sln 22 _ Z2); (C) eSinz _ etanz‘
Determine os zeros e as respectivas ordens das seguintes funcgoes:

(a) 22 sin z; (b) (cosz — 1) In(1 + 2); (c) (22 —4)2(e* —1).



